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Bevezetés

Az elmult 10 év soran Prékopa Andrés és munkatarsai, tovabba Samuelson és Stud-

den kidolgozta az un. diszkrét momentum technikidt. Ennek az a lényege, hogy ha is-

merjiik egy ¢ valoszintiségi valtoz6 bizonyos E(€), ..., £(£™) hatvAnymomentumait, vagy
E[(%)].-.., E[(})] binomiélis momentumait, akkor ezekbol kévetkeztethetiink a P(¢ > r)

valészintiiségre, illetve adunk ezekre jol kozelits alsod és felsé korlatokat. Esetiinkben a ¢
valészintiségi valtozéd diszkrét, véges sok lehetséges értéke van. Példaként emlithet6k a
tavkozlési halézatok, ahol vagy két fogyasztd kozotti Osszekottetés lehetGségének, vagy
az egész halozat GsszefiiggGségének a valdszintiségét akarjuk kozelitGleg meghatarozni.
A két fogyasztoval kapcsolatos probléma esetében a fogyasztokat 6sszekéts ttvonalak
mindegyike egy-egy esemény, azt jelenti, hogy az tutvonal miikédik -e, vagy sem, a &
valészintiségi valtozo pedig azt jelenti, hogy hany esemény kovetkezik be. Becsiilni akar-
juk a P(£ > 1) valosziniiséget, vagyis annak a valoszintiségét, hogy legalabb egy ttvonal
miikédik. Ez E[(i)] binomialis momentum, mint ismeretes, az esemény k-asok valo-
szintiségének Osszegével egyenld. A valoszintiség also és felsG korlatjainak meghataro-
zasara linedris programozasi feladatok és az ezeket megoldé un. duél moédszerek szolgél-

nak.

A diszkrét momentum technika alkalmazasa idében lejatszodé feladatok megoldésara
még nincsen megfelel6 médon kiaknazva. Ha valaszt keresiink olyan kérdésekre, mint pl:
mennyi az atlagosan eltelt id6 a rendszer els6 meghibisodasaig, akkor a minden egyes
id6pontra felirt diszkrét momentum probléma altal szolgéltatott als6 és fels6 becslések

nem elegendGek a valaszadasra.

A disszertaciéban ilyen jellegii kérdések megoldasaval foglalkozunk. A modszertan
a valészintiségelmélet, a linearis programozas és a matematikai analizis 6tvozetén alap-
szik. Részletesen foglalkozunk a biztositasi matematikai problémak korében ismeretes
"egyiittes élettartam problémak" kozelité megoldasaval. Az egyiittes életbiztositast te-
kintve el6szor optimélis becsléseket adunk arra vonatkozoélag, hogy adott id6pontig adott
szami egyed életben maradjon, majd a linearis programozas elméletét a tébbvaltozos

valosziniiségi stirtiségfiiggvények integraljait felhasznalva, kovetkezteteiink a biztositasi



politikaval kapcsolatos un. aktuarius jelenértékre.

Az eredményeket hazai haland6sagi tablakra tamaszkodva szamszeriileg illusztraljuk.



1. Also és fels6 korlatok rendszerek miik6dési idejének
varhato6 értékére

Az tn. megbizhatosigi rendszerek legegyszertibb esetei a soros illetve parhuzamos

kapcsolasi rendszerek (lasd 1, 2. abrak.)

1. abra. Soros kapcsolasi rendszer

2. 4bra. Parhuzamos kapcsolasi rendszer

A rendszerben szerepls 1-t6] n-ig szamozott Gsszetevéket komponenseknek nevezziik.
A soros rendszer akkor és csak akkor miikédik, ha mindegyik komponense miikddik. A
parhuzamos rendszer akkor és csak akkor miikodik, ha legalabb egy komponense mii-
kédik. Ha egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy az egyes komponensek egymasto6l
fiiggetleniil mikédnek, vagy nem mikddnek, és p; jeloli annak a valdszintiségét, hogy

az i-edik komponens miikodik, akkor a soros, illetve parhuzamos rendszerek miikddési



valészintiségét az alabbi képletek szolgaltatjak:

r="pip2..-Pn (1.1)
r=1-(1=p)(L=p2)...(1=pn). (1.2)

A gyakorlati problémékban az egyes komponensekkel kapcsolatban beszélhetiink azok
élettartamarol. Ezekrol feltessziik, hogy valoszintiségi valtozok. Egyszertiség kedvéért
tegyiik fel azt is, hogy fiiggetlenek. Ha az i-edik komponens élettartamat X; jel6li és

F;(t) ennek eloszlasfiiggvénye,
Ft)=P(X;<t), i=1,...,n, (1.3)

akkor a rendszer t id6pontbeli miikodési valoszintiségét az (1.1) illetve (1.2) képletek
szolgaltatjak a

pi=1—F((t), i=1,...,n (1.4)
helyettesitéssel. =~ A tovabbiakban a rendszer miikddési valdszintiségét a rendszer
megbizhatosdganak nevezziik. A gyakorlatban nemcsak a rendszer adott idépontbeli
megbizhatosaginak a valdszintiségét akarjuk meghatarozni, hanem mas egyéb jellemzé
adatokat is. Ezek korében egyik legfontosabb a meghibasodasig eltelt id6 varhato értéke.

Soros rendszer esetében a meghibasodasig eltelt id6t az
X:Min(Xl,XQ,...,Xn), (15)

parhuzamos rendszer esetében az

Y:Max(Xl,Xg,...,Xn), (16)
valoszintiiségi valtozo adja meg.

Ezek varhat6 értékét elvben meghatarozhatjuk az alabbi mo6don. Ismeretes, hogy ha

egy Z nemnegativ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye G(z), akkor

B(Z) = / 1 — G(2))d=. (1.7)



ElsG lépésben tehat az (1.5) és (1.6) képletekkel adott XY valoszintiségi valtozok
eloszlasfiiggvényét kell meghataroznunk. Ez kénnyen megtehets az Fi(t), i=1,...,n

eloszlasfiiggvények ismeretében. Valéban, soros rendszer esetében azt kapjuk, hogy

F(t) = P(X<t)

= P(min(Xy,...,X,) <t)

= 1— P(min(Xy,...,X,) >1)

(1.8)
= 1_P(X1 >t,...,Xn>t)
= 1-P(X;>t)---P(X, >1)
= 1= (1-R0)- (1- FO).
Parhuzamos rendszer esetében viszont az adddik, hogy
G(t) = P(Y <t)=P(max(Xy,...,X,) <t)
(1.9)

= Fi(t) - F.(t).

A fentiek szerint a soros rendszer esetében a meghibasodasig eltelt id6 varhato értéke

/[1 — F(t)dt, (1.10)

parhuzamos rendszer esetében pedig a varhat6 érték
/ 1 — Gb))dt. (1.11)
0
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Bonyolultabb esettel allunk szemben akkor, ha az Xi, ..., X,, valésziniiségi valtozok

sztochasztikusan Gsszefiiggdk.

A tovabbiakban gyakran fel fogjuk hasznalni az un. szita formulat, mely tetszéleges

Ay, ..., A, eseményekre érvényes:

P(AJU...UA,) =8-Sy +Ss+ ...+ (=1)"'S,, (1.12)
ahol

Se= > PA,n...NA) k=1..n (1.13)

1<i1<...<ip<n

E formul4at gyakran Poincaré formulanak nevezik, arra val6 tekintettel hogy ezt Poincaré
(1896) dolgozataban kozdlte. A szakirodalom tanuséga szerint azonban a formulat, s6t
ennek néhany 4altalanositasat is C.Jordan (1867) dolgozata mar tartalmazza. A szita for-
mula modszerének torténetét és alkalmazasat illetGen 1d. Takacs (1967) cikkét és Prékopa
(1995) konyvét. Az (1.13) képlettel adott mennyiségeket binomialis momentumoknak
nevezziik. Az elnevezést az alabbi tétel indokolja, melynek bizonyitasa megtalalhat6 az

emlitett cikkben és kdnyvben.

1.1. Tétel: Jelolje V az Ay, ..., A, események kozil azoknak a szdmdt, amelyek bekd-
vetkeznek. Nyilvdnvald, hogy a V wvaldszinidségi viltozé lehetséges értékei  0,1,....n.

Azt dllitjuk, hogy fenndll az aldbbi egyenldség
EKD] —Se k=0.1,....n. (1.14)

Alkalmazzuk az (1.13) képletet az X; < (¢),7 = 1,..., n eseményekre, figyelembe véve,
hogy

F(t)=P(X <t)=P(min(Xy,...,X,) <t)=P(A;U...UA,). (1.15)
Miel6tt a formulét felirnank, bevezetjiik az alabbi jelléseket:

St)= Y. Foa).k=1..n (1.17)

1<ir<...<ip<n



E jelolésekkel érvényes az alabbi egyenléség:

n

F#) = Y (115400, (118

k=1

tovabb4, az (1.8) formula szerint az alabbi egyenl&ség is:
E(X)= /[1 — F(t)]dt = / [1 — Z(—l)kSk(t)] dt. (1.19)
0 0 k=0

Az (1.16), (1.17) képlethez hasonléan értelmezziik az

sz _____ zk(t):P(le>tla7sz>t)a]-§21<<Zk§n (120)

Set)=" > Fiat)k=1..,n (1.21)

1<i1<...<ip<n

fiiggvényeket. Ezek segitségével felirhatjuk a parhuzamos rendszer miikédési idejének

varhaté értékét. Fennall az, hogy

1-G(t) = P(Y >t)=P(max(Xy,...,X,) > 1)

) (1.22)
= Y (=DM'P(An...N4,)
= 2D
Innen pedig azt kapjuk, hogy
B(Y) = / 1 — Gt)dt = / S 1)F 1B ()t (1.23)

Megjegyezziik még, hogy ha az (1.12) és (1.13) formulaban szereplé menynyiségeken

(binomialis momentumokon) kiviil bevezetjiikk még az

Sp= >  PA,n..n4,)k=1..n (1.24)

1<it <...<ip<n



mennyiségeket, akkor érvényes az alabbi Osszefiiggés

S, = (Z) + Ek: (Z:Q(—l)isi, k=1,...,n. (1.25)

i=1
Ugyanez nyilvin érvényben marad akkor is, ha S, helyébe S; szimbélumot és S,
helyébe az S), szimbolumot helyettesitjiikk. Ugyanis az (1.25) formulat alkalmazhatjuk az
Ay, ..., A, eseményekre is.
Az (1.19) és az (1.23) képleteknek els@sorban elvi, mintsem gyakorlati jelent&ségiik
van. Ugyanis, ha n nagy szam, akkor, az S;(t),...,S,(t) és
az S.(t),...,S,(t) binomidls momentumok koziil csupin az alacsony indextiek
szamithatok ki. Fontos tehat, hogy a F(X) és E(Y) varhato értékekre a gyakorlat-
ban hasznalhaté alsé és fels6 korlatokat dolgozzunk ki, melyekben az elébb emlitett

binomialis momentumok kéziil csupan az alacsony indextiek fordulnak elé.



1.1. A binomialis momentumprobléma

Jelolje V az Ay, A, ..., A, események koziil bekdvetkez6 események szaméat. Legye-
nek A, ..., A, tetszéleges események egy tetsz6leges eseménytérben, és legyenek Sy, S,

k=1,...,naz (1.13) és az (1.24) képletekkel adott mennyiségek. Vezessiik még be a
vi=PV=1), i=01,...,n (1.26)

jelolést. Az 1.1.tétel szerint fennallnak az alabbi egyenlGségek

(ahol Sy = 1):
Z(gvizsk, k=0,1,....n. (1.27)
i=0

Az (1.27) egyenl6ségeket a vy, vy, . .., v, szdmokra nézve egyenletrendszernek tekinthet-

jiik, melynek matrixa az al4bbi;

(1.28)

1

ahol a fédiagonalis alatt zérok allnak. Az (1.28) matrix nem szingularis, inverze (1d. pl.

Riordan 1968) az alabbi:



(1.29)

1

Az (1.27) egyenletrendszerbél tehat vy, vy, . .., v, meghatarozhatok, eredményiil azt

kapjuk, hogy

(1.30)

v;

I
Il 3
=
—~

|
—
N~—

B
L
/N
S
N——
2
~.

I
=
-

N

Nyilvanvald, hogy fennall a

PV>1)=v+...4v, (1.31)

egyenlGség.
Tegyiik most fel, hogy az Si, k£ =0,1,...,n binomiilis momentumok koziil csupan
az Sy, k < m értékek ismertek. Ekkor az (1.27) egyenlGségrendszerbsl csak az

alabbiakat megtartva:

v, 20, 1=0,1,...,n
a nemnegativitasi feltételeket elGirva, az (1.31) egyenldség jobb oldalan &allo Gsszeget

pedig minimalizalva, illetve maximalizalva, két line4ris programozasi feladatot kapunk.
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Ezek optimum értékei a P(V > 1) valoszintiségre vonatkozolag alsé illetve fels6 korlatokat

szolgaltatnak. Tekintsiik tehat az alabbi linearis programozasi feladatokat:

n
min(max) Y v;
i=1

feltéve, hogy

(1.32)
(;)vz =S5, k=0,1,....,m
i=1
V; ZO, i:O,l,...,n.
Az (1.32) feladatokban vy, vy, ..., v, dontési valtozok. Ha v, illetve vy, jelentik
ezen feladatok optimum értékeit, akkor tehat fennéll az, hogy
VUmin < P(V > 1) < Upax- (1.33)

Ezen tilmenden azt is allithatjuk, és ez a fenti megfogalmazasbol nyilvanvalo, hogy az
(1.33) also és felss korlatok élesek, vagyis csupan az Sy, k& < m binomiélis momentumokra
tamaszkodva nem adhatok jobb korlatok.

Az (1.32) feladatok mellett megfogalmazunk még egy masik feladatpart, mely
az (1.32)-t6l abban kiilénbozik, hogy nem szerepel benniik S, sora és v, oszlopa. Az

1j feladatpar tehat az alabbi:

n
min(max) Y v;
i=1

feltéve, hogy (1.34)

S (;)vi:Sk, k=1,...,m,
i=1

v; >0i=1,...,n.

Jeloljék Vi és Viax az (1.34) feladatok optimum értékét. Konnyii belatni hogy

11



az (1.34) minimum feladat optimum értéke megegyezik az (1.32) minimum feladat opti-
mum értékével, vagyis Vi, = vmm. Ugyanis az (1.34) feladat megengedett megoldasai
kézott vy, ..., v, valodi értékei is helyet foglalnak és igy az optimum érték nem nagyobb
1-nél.

Masfel6l az (1.34) feladat minden olyan megengedett megoldasa, melyre v +...4v, <
1, kolcsonosen és egyértelmiien megfeleltethets az (1.32) feladat vg = 1 — vy — ... —
Up, U1,...,U, megengedett megoldasanak és a megfelels6 megengedett megoldasokon a
célfiiggvényértékek egyenlék.

A maximum feladatok optimum értékei nem feltétleniil egyenl6k. Az (1.34) maxi-

mumfeladat optimumeértéke ugyanis lehet 1-nél nagyobb is. Fennall azonban a

Umax = min(vmaxa 1) (135)

egyenlGség. Ugyanis az (1.32) feladatot oly moédon is megfogalmazhatjuk, hogy azt
a feltételt, melyben v, szerepel, a v; + ..., +v, < 1 feltétellel potoljuk, és elhagyjuk
a vy > 0 nemnegativitasi kdvetelményt is. Ekkor azonban a feltételek kozott helyet
foglal egy olyan is, mely a célfiiggvényre vonatkozolag ir el6 fels6 korlatot (ti. azt, hogy
v 4+ ...+ v, < 1). llyen esetben a célfiiggvényre vonatkozé korlatozd egyenl6tlenség
elhagyhato, viszont az igy kapott optimum érték és a célfiigvény korlatjadnak a maximuma
szolgaltatja a kivant optimum értéket, esetiinkben az (1.32) maximum feladat optimum
értékét. Ezzel az (1.35) egyenlSséget belattuk. Erdemes még felirni az (1.34) feladatok

duélisait. Az (1.34) minimum feladat dudlisa az alabbi:

Mazx 3" Sy,
k=1

feltéve, hogy (1.36)

f: (;i)ﬂfkﬁl, 1=1,...,n.
k=1

12



Az (1.34) maximum feladat dualisa pedig kovetkezd

k=1

feltéve, hogy (1.37)

Sy >1,i=1,...,n.
k=1

A binomialis momentumproblémat Prékopa (1988) fogalmazta meg és vizsgélta legfon-
tosabb tulajdonsagait. E dolgozatban megtalalhaté a dualis feladatok interpretacidja
is. Az (1.36) és az (1.37) feladatokban a valtozok nincsenek nemnegativitési feltétellel

korlatozva. Tekintsiik az 4ltalanos linearis programozasi feladatot:

min(max)c’x

feltéve hogy (1.38)

Ax =b,x > 0,

ahol A mxn-es matrix, c, x n-komponenst, b m-komponenst vektor, m < n. Feltessziik,

hogy A rangja m-mel egyenls. Bevezetjiik még az
A:(al,...,an), b:(bl,...,bm)T
)T

x=(z1,...,2,)7, c=(c1,...,cpn

jeloléseket.

1.1. Definicié: Ha az {a;,i € I}, |I| = m vektorok linedrisan figgetlenek, akkor azt

mondjuk, hogy ezek az {ay, ..., a,} vektorok egy bdzisdt alkotjdk. A bdzis elnevezést a
B = (ai,i S [)

mdtrizra is alkalmazzuk, ahol az oszlopvektorokat a névekvd indexek sorrendjében helyez-

zik el.
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1.2. Definici6é: A B bdzist megengedetinek nevezziik, ha o Bxp = b egyenlet xg meg-
olddsdra teljesil az xp > 0 egyenldtlenség. Ha xp minden komponense pozitiv, akkor a

bdzis nem degenerdlt. Ellenkezd esetben degenerdlt.

1.3. Definicié: A B bdzist dudl megengedetinek nevezzik a minimum (mazimum) fela-

datra nézve, ha teljestl az, hogy
chBta; < (>)e, i=1,...,n. (1.39)

Ha i € I, akkor az (1.39) egyenldséggel teljesil. Ha minden olyan i esetén, melyre i € I,
a hatdrozott egyenldség teljesil (1.39)-ben, akkor a bdzis dudl nem-degenerdlt. Ellenkezd

esetben dudl-degenerdlt.

A linearis programozassal kapcsolatos legfontosabb ismereteket illetGen hivatkozunk
Prékopa (1968, 1975) kényvére, illeteve (1996) cikkére.

A tovabbiakban néhany ismert tételt emlitiink meg. Az els6hoz sziikségiink van

az (1.38) feladat dualisara:

max(min)b’y

feltéve hogy (1.40)

ATy < (>)c.

1.2. Tétel: Az (1.40) feladat megengedett megolddsai dltal meghatdrozott konvex po-
liéder csicsainak halmaza megeqyezik azoknak az y vektoroknak a halmazdval, amelyek
megolddsai valamely y©' B = ¢k egyenletnek, ahol B az (1.38) feladat dudl megengedett

bizisa. A tétel kizismert bizonyitdsa elemi mdodszerekkel elvégezhetd.

1.3. Tétel: (Gessel és Viennot (1985), Prékopa (1988)). Az (1.28) mdtriz minden olyan
minora (egy négyzetes rész determindnsa), melyben o fédiagondlisban (és akkor félotte

is) pozitiv elemek dllnak, pozitiv.

E tétel felhasznalasaval Prékopa (1988) bebizonyitotta az alabbi tételt:
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1.4. Tétel: Tegyiik fel, hogy az (1.38) feladat az (1.84) feladat témdir alakja. FEkkor a
B bdzis dudl megengedett akkor és csak akkor, ha oszlopainak I index halmaza az aldbbi
tipusu
m pdros m pdratlan
Min feladat i+ 1,...,5,5+1 nL,i+1,...,5,7+1,n
Maz feladat 1,4,i+1,...,5,7+1,n 1ii+1,...,5,7+ 1

Az 1.4. un. dual megengedett bazis struktira tétel igen fontos az (1.34) feladat

algoritmikus megoldésa szempontjabél.

A feladatot ugyanis a dudl modszer segitségével kénnyen meg tudjuk oldani. Ebben
két igen fontos egyszeriisitési lehetség all rendelkezésiinkre: (1) indul6 dual megengedett
bazist egyszertien tudunk nyerni, nem kell mést tenniink, mint a 2.3 tételnek megfelel§
struktiraja indexhalmazt és a hozza tartozé vektorokat kivalasztani, (2.) ha valamely
lépésben a bazisbol kimend vektort meghataroztuk, akkor a bazisba bejévé vektor egyér-
telmiien adott azaltal, hogy annak indexe a 2.3 tétel szerinti struktarat kell, hogy hely-
redllitsa. Ennek alapjan az (1.34) feladat megoldéasara vonatkoz6 duél algoritmust az

alabbiakban &sszegezhetjiik.
1. Valasztunk egy B, a 2.3 tételnek megfelel§ indulo, dual megengedett bazist.

2. Ellenérizziik, hogy fennall-e a B~'b > 0 rel4ci6. Ha igen, menjiink a 4. lépésre.
Ha nem, akkor vélasztunk egy olyan j indexet, melyre (B~'b); < 0 és menjiink a

3. lépésre.

3. Tavolitsuk el a bazisb6l a B matrix j-edik vektorat, s helyette vonjuk be azt a

vektort, amely a duil megengedett bazis struktirat helyreallitja.
4. Stop, B optimalis bazis.

Az aldbbiakban bebizonyitunk egy fontos tételt, melynek egy gyengébb valtozata
szerepel Boros és Prékopa (1990) cikkében.

1.5. Tétel: Jeloljék p1,...,ps az (1.36) feladat megengedett megolddsai K konvex

poliéderének csicsait. Tekintsik a K halmaz Carathéodory-féle (1911) elddllitdsdban sze-

replé (konvex)conv (p1,. .., Pps) halmazt.
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Ha x € conv (p1,...,Ps), akkor komponensei alterndld eldjeliek, pozitiv eldjellel kez-
dddden, tovdbbd

21| > [aa| > .. |- (1.41)

Bizonyitds: Elegend6 az allitast a megengedett megoldasok konvex poliéderének csiic-
sain bebizonyitani, ugyanis a conv (p,...,ps) halmaz minden egyéb vektora a csticsok
konvex kombinaci6jaként all el. Legyen x csticsa a megengedett megoldasok halma-

zanak. Ekkor a 2.1 tétel szerint x megoldésa az
x'B=cp=(1,...,1)" (1.42)

egyenletnek, valamely B du4l megengedett megoldas esetén. Innen az adodik, hogy
xI' = ¢LB~1. Ez a vektor viszont elsfordul az

-1
1 ck 1 —ctB™!

= (1.43)

matrix als6 soraban. Az

0 B
métrix inverzének elsG sorat képezve olyan minorokat kell alternalé elGjellel ellatni, me-
lyek a 2.2 tétel szerint pozitivak. Ebb6l kovetkezik, hogy az (1, —cLB™!) sorvektor

komponensei is alternal6 elGjeliiek, a + jellel kezd6dGen.

t

Az (1.41) relacié hasonléan bizonyithatd, mint Boros és Prékopa (1989) cikkében
a megfelel§ allitds. A binomialis momentumprobléma egy masik véltozata lehetGséget
nyudjt arra vonatkozoélag, hogy legalabb r esemény bekovetkezésének a valdszintiségére

adjunk also és fels§ korlatokat. Ekkor az (1.34) feladatok helyett az alabbiakat fogal-
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mazzuk meg:
n

min(max) »  v;

i=r

feltéve, hogy (1.44)

n

Z(,i)vi:Sk, k=0,1,...,m.

i=0
Ha o) és v}, jelentik az (1.34) feladatok optimum értékeit, akkor fennalnak az alabbi
egyenl6tlenségek:

o< PV =) <o) (1.45)

Vegyiik észre, hogy most megtartottuk az Sy-hoz tartozo sort és a vy-hoz tartozéd oszlopot
a feladatban. A gondolatmenet, amelyet alkalmaztunk akkor, amikor az (1.32) feladatot
az (1.34) feladatra redukaltuk, most nem alkalmazhat6. Ha az (1.43) feladatot az (1.38)
alakba irjuk , akkor az A matrix (m + 1) x (n + 1)-es, az x és a c vektorok n + 1
komponenstiek, b pedig m + 1 komponensii vektor. A c vektor (0,...,0,1,...,1)T alakq,
ahol a zérok szama r. Az igy nyert feladat szamunkra az r = n esetben lesz fontos. Erre

vonatkozolag fennall az alabbi dual megengedett bazis strukttra tétel.

1.6. Tétel: (Prékopa 1988). A B bdzis dudl megengedett akkor és csak akkor, ha a bdzis

vektorainak I indezhalmaza (|I| = m + 1) az aldbbi struktdrdk valamelyikébe tartozik:

m + lpdros m + lpdratlan
Min feladat Ic{0,...,n—1} Ic{0,...,n—1}
ni+1,...,5,+1,n—1,n 0,4,¢4+1,...,7,7+1,,n—1,n
Maz feladat  0,0,i+1,...,5,j+1,n Li+1,...,5,7+1,n.

Az I C {0,...,n—1} esetekben a trivialis, 0 als6 korlat adodik. Ez azt jelenti, hogy a
feladat megoldasakor célszerti olyan indulé bazist valasztani, melyre I ¢ {0,...,n — 1}.
Az algoritmus soran az a, vektort benn tartjuk a bézisban, ameddig lehet. Ha az a,
vektort nem lehet méar a bazisban tartani, akkor az 1j bazismegoldason a célfiiggvényérték
0, de egy ciklizalast elkeriil6 modszerrel tovabb haladva, a,, esetleg visszatérhet és az

optimum érték pozitiv lehet.
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1.2. Alkalmazas rendszerek miikodési ideje als6 és fels6 korlat-

Janak meghatarozasara

Az 1. szakaszban bevezettiik az egyes komponensek élettartamara az Xq,..., X,
tovabba az {X; < t}, i = 1,...,n eseményekre az A;, i = 1,...,n jel6léseket. A soros
rendszer élettartamara az X, a parhuzamos rendszer élettartaméra pedig az Y jelolést

alkalmazzuk. Ekkor
X =min(Xy,..., X,)

Y = max(Y7,...,Y,),
E valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényére korabban az F'(t), illetve a G(t) jelolést

vezettiik be:

G(t)=P(Y <t)
Bevezetjiik még az
F(t)=1-F(t)
Gt)=1-G(t)
jeloléseket is.
Ezek alapjan felirhatjuk, hogy
Ft)=1-F@t)=1—-P(AU---UA,)=P(AN---NA,), (1.46)
Gt)=1-Gt)=1-PAN---NA,) =PAU---UA,). (1.47)

Az Ay,... A, események is a t valtozd fiiggvényei, am ennek feltiintetésétsl eltekin-
tiink. A binomi4lis momentumok ¢-t6l valé fiiggését a tovabbiakban feltiintetjiik és Sy, S

helyett az S.(t), Sk(t) jeloléseket alkalmazzuk.

Mind a soros, mind a parhuzamos rendszerek esetében két feladatpart fogalmazhatunk
meg annak a valbszintiségnek a korlatozasara, hogy a rendszer tilélje a t id6pontot. Te-
kintsiik el6bb a soros rendszert. Az (1.46) képlet szerint az F'(t) valosziniiség korlatainak
meghatarozdsara a P(A, U---U A,), vagy a P(4; N---N A,) valészintiség korlatait

kell meghataroznunk. A P(A; U--- U A,) valoszintiség éles als6 és fels6 korlatjanak
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meghatarozasara megfogalmazzuk a

n
min(max) Y v;
i=1

feltéve, hogy
(1.48)

linearis programozasi feladatokat.

Ezek optimum értékére bevezetjiik a Vi, (t) és a Vi,ax () jelléseket. Ekkor fennallnak

az alabbi relaciok:
Vinin(t) S P(A U -~ UA) =1—F(t) < Min(Vaax(t), 1) (1.49)
Maz(1 — Vimax(1),0) < F(t) <1 — Viuin(8). (1.50)

Az (1.50) relaciobol integralas utan azt kapjuk,hogy
/ (1 = Vinae ()] 1dt < / F(t)dt = E(X) < / (1 = Viin(t))dt, (1.51)
0 0 0

ahol [z], = x, ha x > 0 és [z], =0 ,ha = < 0. A soros rendszer miikddési ideje varhatd
értékének becslésére felhasznalhatjuk az F(t) = P(A;N---N A,) egyenléséget is. Ekkor

az alabbi feladatot fogalmazzuk meg:

min(max)w,,

feltéve, hogy
(1.52)
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Ha ennek optimum értékeit v") (¢) és v, (t) jelolik, akkor fennallnak az alabbi rel4ciok:

vein(t) < P(Ay N -0 Ay) = F(t) < ol (1) (1.53)
/ h o™ (H)dt < / h F(t)dt = E(X) = / h o™ (t)dt. (1.54)

Hasonl6képpen jarunk el a parhuzamos rendszer esetében. Ha a
G(t) = P(A;U---UA,) egyenl6ségbdl indulunk ki, akkor G(t) also és felss

becslésének meghatirozisara az alabbi linearis programozasi feladatot irjuk fel:

n
min(max) Y v;
i=1

feltéve, hogy
(1.55)

v, 20,i=1,...,n.
Az optimum értékeket a V,,;,(f), Vine:(t) szimbélumokkal jelolve, fennallnak az aldbbi

egyenl6tlenségek:
Vinin(t) < G(t) < Min(Viax(t), 1) (1.56)

/ Viain (8)dt < / Git)dt =E(Y) < / min{Viyaz (t), 1}dt. (1.57)
0 0 0

Ha viszont a G(t) = 1 — P(A,N---N A,) egyenléségbdl indulunk ki, akkor az alabbi LP
szolgaltatja a korlatokat:

min(max)uvy,

feltéve, hogy
(1.58)



Ha vg‘l)n(t) és vff{‘gx(t) jelolik az optimum értéket, akkor fennallnak az alabbi egyenl6t-
lenségek:

o () < P(AU---UA,) =1—G(t) <ol (1) (1.59)

L= ui(0) < G(t) < 1= (1), (1.60)

Az alabbi egyenlGtlenségbdl integralassal nyerjiik a miikédési id6 varhatéd értékére vonat-

kozo6 korlatokat:
/(1 — o™ (£))dt < /G(t)dt =E(Y) < /(1 — ol (1))dt. (1.61)
0 0 0

Az (1.51), (1.54), (1.57) és az (1.61) integralok meghatarozasiban a problémat az
okozza, hogy az optimélis bazis a t valtozo fiiggvényében valtozik, tehat az éles korlatok

meghatarozasakor nem tdmaszkodhatunk csupan egy bazisra. Mindamellett az

E(X)= [ F(t)dt

E(Y)= [G(t)dt

varhat6é értékekre vonatkozdlag egyetlen bézisra tamaszkodva is adhatunk korlatokat,
ezek azonban gyengébbek lesznek a fent emlitetteknél. Miel6tt bemutatnank mi médon
lehetséges ez, megallapodunk abban, hogy a soros rendszer esetében az (1.48), a péar-
huzamos rendszer esetében pedig az (1.55) LP-re tamaszkodunk. Ez azt jelenti, hogy a
miikodési id6 varhato értékére a soros rendszer esetében az (1.51), a parhuzamos rends-
zer esetében pedig az (1.57) formula szolgaltatja a kivant korlatokat. Ismeretes, hogy ha
az (1.58) linearis programozési minimum (maximum) feladatnak B egy dual megengedett
bazisa, akkor fennall az alabbi egyenlGtlenség
cEB™'b < Tz
(1.62)

(cEB™'b > Tz ),

ahol z,, az optimalis megoldas. A legjobb korlatokat akkor kapjuk, ha az (1.62)-ben
vessziikk B-re vonatkozolag a maximumot (minimumot), vagy ami ugyanaz, vesszik az

optimalis B bazist.
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Ezt az elvet alkalmazhatjuk az F(X), E(Y) varhato értékek becslésére oly modon,
hogy vessziik az (1.48) illetve az (1.55) feladatokban az adott dual megengedett B ba-

zishoz tartozo célfiiggvényértéket:
cEB71S(t), cEB71S(1), (1.63)

ahol cL = (1,....,1)T, S(t) = (Si(t),...,Sm(t)), S(t) = (Si(t),...,Sn(t)) és az igy
nyert fiiggvények integraljai segitségével képezziik a korlatokat.

Ha az (1.51), (1.54) formulakra tamaszkodva alkotjuk meg a korlatokat, akkor azt
mondjuk, hogy ezek (t szerint) valtoz6d bazishoz tartozo korlatok. Ha pedig az (1.63)
fiiggvények integralasa révén nyerjiik a korlatokat, akkor azt mondjuk, hogy ezek rog-
zitett bazishoz tartozé korlatok. Ebben az utobbi esetben is van lehet&ségiink optimali-

zalasra, amint a kés6bbiekbdl kitiinik.
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1.3. A feltételtér felbontasa poliedrikus kupokra

Az (1.38) linearis programozasi feladatban szerepld b vektorok terét, tehat az R™
teret feltételtérnek nevezziik. Az x vektorok IR"™ terének pedig megoldéastér a neve.

Az (1.38) feladatot az (1.48), vagy (1.52) feladatra fogjuk specializalni, midén ¢ rog-
zitett pozitiv szam.

Mind az (1.48), mind az 1.52) feladatok bazisai dual nem-degeneraltak. Ha egy bazis
dual megengedett, akkor ahhoz, hogy optimélis legyen, primal megengedettnek is kell
lennie. Ha B egy dual megengedett bazis, akkor a bézis optimalitasdnak sziikséges és
elegendd feltétele a B~'b > 0 egyenlGség.

Soroljuk fel képzeletben a dual megengedett bazisokat: By,..., B,. Minthogy mind-

egyik du4l nem-degeneralt, a
Bi'b>0,...,B.'b>0 (1.64)
relaciok kozos belsé pont nélkiil poliedrikus kipokra osztjak fel a
{b| Ax =b,x > 0} (1.65)

poliedrikus kapot. Az (1.65) halmaz azoknak a b vektoroknak a halmaza, melyekre
az (1.38) feladatnak van megengedett megoldasa. Az (1.65) halmaz fent emlitett tipust
felosztasa abbdl kovetkezik, hogy az (1.38) LP (mely az (1.48) és az (1.52) feladatok
valamelyikét jelenti) rendelkezik megengedett megoldéssal és véges optimummal (meg-
engedett megoldas azért van, mert a b vektort ténylegesen létezG valdszintiségi valto-
zokkal kapcsolatos eseményekbdl szamitjuk; véges optimuma pedig azért van, mert a

megengedett megoldasok halmaza korlatos) és a bazisok duél nem-degeneraltak.

Vezessiik be b helyett a b(t) jellést. Egy rogzitett ¢ esetén a feloszté poliedrikus
kipok hatarpontjaitol eltekintve, csak egy teljesiil az (1.64) egyenlStlenségek koziil. Ha,

ez a B; 'b(t) > 0 egyenl6tlenség, akkor az optimum érték az adott ¢ esetén, egyenls a
cyB;'b(t) (1.66)
értékkel.
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Ha meg akarjuk kapni az (1.49) - (1.51) relaciokban szerepls Vi, (t) és Vinax (t) értéke-
ket minden ¢ > 0 szamra, akkor erre két lehetség adodik, ezek a kovetkezdk.

I. Felsoroljuk a By,..., B, dual megengedett bazisokat és mindegyik B, esetében

meghatarozzuk a ¢ értékeknek azt az intervalluméat, amelyre teljesiil az, hogy
B;'b(t) >0, t € J. (1.67)

A J;, i =1,... r intervallumok egyesitése egyenlé a {t|t > 0} halmazzal, koziiliik

barmely kettének legfeljebb csak a hatarpontjai lehetnek kozosek.

IT. A t valtozét néveljiik 0-t6l oo-ig és kozben regisztraljuk, hogy mely bazisokra
teljesiil a primal megengedettség. Most is ugyanezeket a J;,
1 =1,...,r intervallumokat kapjuk, legfeljebb més sorrendben.

Ha By, ..., B, az (1.48) feladatra specializalt (1.38) minimum feladat dual megenge-
dett bazisai, akkor az (1.51) egyenl&tlenségben szerepls jobb oldali integralra azt kapjuk,

hogy
/(1 — Viin(t))dt = Z /(1 — ¢, B 'b(t))dt. (1.68)
0 =17
Ha viszont By,..., B, a maximum feladat dual megengedett bazisai, akkor a
/ 1= Vi (B)] e = 5 / Maz(1 — <% B 'b(t), 0)dt (1.69)
0 =17

relacio adodik. Teljesség kedvéért felirjuk az (1.51) egyenl6tlenség jobb és bal oldalan
all6 integralokat is ilyen alakban.

Ha By, ..., B, az (1.48) feladatra specializalt (1.38) minimum feladat dual megenge-
dett bazisai, akkor azt kapjuk, hogy

/(1 — Viain(t))dt = Z /(1 — ¢, B 'b(t))dt. (1.70)

Ugyanigy, ha a bazisok a maximum feladat esetében dual megengedettek, akkor a

o0

/ 1= Vi (8]t — Z / (1 - <% B 'b(t), 0)dt (1.71)

0

24



relacié6 adédik. Ha valamely J; intervallum degenerélt, vagyis egy pontra zsugorodik,
akkor az ezen vett integral 0, ez az integral az 6sszegb6l elhagyhat6. Felvet6dik a kérdés,
hogy sok, vagy kevés J; intervallum megjelenésére szamithatunk-e a fenti 6sszegekben?
Mlusztracioként egy egyszeri pédat vesziink, melyben valamennyi dual megengedett bazis
el6fordul az 6sszegben. Tegyiik fel, hogy X,..., X, exponenciilis eloszlastiak, A = 1

paraméterrel és legyen n = 2. Ekkor
Si(t) =n(l—e™), So(t) = (Z) (1—e")2 (1.72)
Az (1.48) minimum feladat dual megengedett béazisai
B; = (a;,a;41), i=1,...,n— 1. (1.73)
A maximumfeladatnak egyetlen dual megengedett bazisa van:

B = (a;,a,) (1.74)

25



1.4. Vasiat kozlekedési alkalmazas

Ebben a szakaszban Nemesdy (1966) és Megyeri (1991, 1994) egyetemi tankonyvei
alapjan olyan vasutkozlekedési modelleket ismertetiink, melyek esetében a koézlekedési
rendszer megbizhaté miikédésének az elemzésére alkalmazni lehet a disszertaciéban ki-

dolgozott valoszintiségbecslési eljarasokat.

A vasiti kozlekedés modellezése a soros és parhuzamos rendszerek figyelembe vételé-
vel szdmos miiszaki elem miikddését, meghibasodasat, illetve a miikddésig eltelt id6t

tartalmazza.

A vasuti kozlekedés, mint a szarazfoldi kozlekedés egyik agazata - személyeknek és
aruknak olyan szabalyszeriien ismétl6dé tomeges helyvéltoztatisa, amely a vasit sajatos
miiszaki eszkozeinek (palya, jArmi, mozgatoers) igénybevételével valosul meg.

A kozlekedésen beliil a vasiti kozlekedés legfontosabb elényei:

— energiatakarékos tulajdonsaga,

— kornyezetbarat volta, ezen beliil kedvez& helysziikséglete,

— za] és rezgésszintje,

— leveg6 szennyezésének mértéke,

— talaj és vizvédelme ( a kozattal szemben elmarad a téli s6zas),

— biztonsaga, versenyképessége.

A vasut lizemét alapvet&en a forgalom Osszetétele hatarozza meg, mely szerint harom

alapvet§ rendszert kiilénboztetiink meg:

— Vegyes forgalmi, vagy eur6pai rendszert, melynek lényege, hogy ugyanazt a pa-
lyat a gyorsabb kozleked6 személyvonatok és a lassabban koézlekeds tehervonatok

egyarant hasznaljak.

— Nagy sebességii személyforgalmt rendszer esetén a palyan csak nagy sebességi

személyvonatok kozlekednek.
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— Teherforgalmt rendszernél a palyat a nagy terhelésti tehervonatok kivanalmai

hatarozzdk meg.

A vasuti kozlekedés miiszaki elemei koziil — a pélya, jarmi és a vonderSmi mellett — a

vasuti alloméasok, palyaudvarok rendkiviil fontos szerepet téltenek be a vasit életében.

Az allomasok feladata: a személy és druforgalmi igények kielégitése mellett a vonatok
talalkozasanak, megel&ézésének és kitéréseinek a lehetGvé tétele, illetve egyéb vasttiizemi

feladatok ellatésa.

Az alloméasok feladatai tehat kétiranydak: a személy és teherszéllitassal Osszefiiggs

un. kereskedelmi feladatok, melyek forgalmi és vontatasi részekbdl allnak.

Az allomésok helyes, korszerii a lehetd legkisebb szamu kitérékkel valo kialakitasa
rendkiviil &sszetett mtiszaki —gazdasagi feladat, minthogy alapvet6en befolyasolja a

vastti teljesit6képességet, lizemének, fenntartasanak gazdasigossagat.

Az alloméasok csoportositasa térténhet:

— A palyahoz valé elhelyezkedésiik alapjan, pl: végéallomas, kézbenss allomas, csat-

lakoz6 allomas, stb.
— Helyszinrajzi elrendezés szerint: atmend alaki, fejallomasok.

— Forgalmi {izemi szempontb6l: kézépallomas, rendelkezé allomas, személypalyaud-

var, rendelkezé palyaudvar, stb.

Tekintsiink egy egyszerti példat, egy olyan alloméast, amely harom viganybol és négy
valtobol all (3. &bra). A t6bbi iranyité miszaki berendezést, amely az allomas m-

kédéséhez sziikséges jelen példankban nem vessziik figyelembe.

0/ R N\O° 0
RO — II )y

I

3. dbra. Egyszert allomas
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A valtokart arab, a vaganyokat rémai szamokkal jel6lve, hat olyan kiilonb6z6 meg-

hibasodas ad6dhat, amely soran az allomas miikddésképtelen. Ezeket Gsszefoglalva

Lehetséges esetek Meghibasodasok

A 2
1
C 4 és III.
D 3és1
E I. és II. és III.
F 3és4

Nyilvan a fenti példa egy leegyszertisitett eset, mégis 6 olyan meghibasodas torténhet,
amikor az allomas miikodésképtelen.

Tekintsiink most egy bonyolultabb példat, amely kétvaganya vonal kdézépallomasa,
amint az a 4. abran lathaté. Az 4llomas gerince a két atmend vagany mellett kétoldalt
elhelyezett, iranyok szerinti elrendezésti (iizemii) megel6z6 vagany. Ezen kiviil még egy

raktari vagany talalhato a felvételi épiilet és az aruraktér, illetve rakod6helyek oldalan.

A R 4

" . 4
iranyok szerinti I
elrendezes : 6 T 5

14 i R -
Raktar [ =3 V) Feivételi epulet
4. abra. Kétvaganyu vonal kozépallomésai irdnyok szerinti megel6zéssel

Ha csak a valtékarok és a vaganyok meghibisodasat tekintjiik, akkor az el6z6 egy-
szertisitett esethez képest mér 13 olyan eset szamolhat6 Gssze, amikor az allomas mii-
kédésképtelen.

Kovessiik figyelemmel egy bonyolultabb rendszer felépitését! Egy teherkocsi utjat

végigkisérjiik a feladoallomastol a végallomasig, pl. Martonvasartol Szerencsig (5. abra).
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A kocsit Budapest felé halado kezels tehervonat sorozza be és viszi el. A kezel6 teher-
vonat az egyes alloméasokon egy sor kocsit lead, mésokat felvesz. Latjuk tehat, hogy a
Martonvasar - Szerencs kozotti kb. 220km tthosszon a figyelt teherkocsit 6sszesen hirom
tehervonat vitte a feladastol a leadasig, s kézben, ami a feladatunk szempontjabol fontos,
harom rendezé péalyaudvaron ment keresztiil. Ahhoz, hogy a palyaudvarok miik6désé-
nek varhato értékére csak a vaganykapcsolok és a vaganyok figyelembe vételével becslést

tudjunk adni, tekintsiik at a kévetkezéket.

,". ....... \-“{A’fﬁﬁﬂﬂ.ﬁ"‘

p W LI Y i
- ~

O /ﬂvfm@za}z o

5. abra. Egy megrakott teherkocsi titja Martonvasartol Szerencsig
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6. abra. Nyalabos lira

A rendezd palyaudvarok természetesen szabvanyos viganykapcsolasok segitségével
miikédnek. Pl: Ketténél tébb, azonos szabvinyos tavolsagra fekvé parhuzamos vagany-
nak egymaéssal és egy f6vagannyal térténd Gsszekapcsolasat liranak nevezziik. A 6. abran

egy nyalabos lirdt mutatunk be, melyek a rendezé palyaudvarok nélkiilozhetetlen elemei.
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A nyalabos lira bemutatésat kovetGen ismerkedjiink meg egy-egy rendezd palyaudvar

rajzaval, ahol a soros és parhuzamos rendszerek jol kovethetGk (7 és 8. abra).

g

7. abra. Folytatolagos elrendezésii rendezépalyaudvar

kihtizo vagany

4
ellenkijarat ,’
, 4
~ N

kihtzé vagany Py kihtuzd vagany

kihtzo vagany

1)

— -
— £ = -

8. abra. Parhuzamos elrendezésii rendezépalyaudvar
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Ha az ismertetett vagany és viganykapcsolé-rendszerek megbizhaté miikddési idejé-
nek varhato értékére kell alsé és fels6 korlatot adnunk, akkor els6 1épésként keressiik meg
a belépési és kilépési pontok kozotti Gsszes lehetséges utat. Ez elvileg konnyen végre-
hajthat6 feladat, ismert algoritmusok léteznek a megoldasara. Problémat a lehetséges
utak igen nagy szama jelent, ez gyakorlatilag lehetetlenné teszi az Gsszes lehetséges 1t
elfogadhat6 id6 alatti megkeresését. A létezd Osszes ut megkeresése helyett azonban ele-
gend§ szamunkra egy rogzitett ¢ idépontig ,legmegbizhatébban miik6dGképes” néhany,
de esetleg még tovabbra is meglehetfsen nagy szamu it megkeresése. Mivel a sz6banforgd
halézatok tipikusan nem tartalmaznak kérutat, azért erre a célra hasznalhatok a legrovi-
debb néhany utat megkeress algoritmusok (legyen egy él "hossza" az él altal reprezentalt
miiszaki elem legalabb ¢ ideig t6rténé meghibasodas nélkiili mikodési valoszintiségének a
minusz egyszerese, vagy ami lényegében ugyanaz, annak a valésziniisége, hogy az adott
miiszaki elem ¢ id6pont el6tt meghibasodik). Ezekr6l b6vebben a Bako-Kas (1977) és az
Epstein (1999) cikkekben lehet olvasni. Ha tehat csak a t id6pontig legmegbizhatobban
miikéds els6 p ttra figyeliink, ahol p néhany szaz is lehet, akkor ha A;(f) azt az eseményt
jelenti, hogy az i-edik ut a ¢ id6pontig miikod6képes (1 = 1,...,p), akkor a rendszer ¢

id6pontig valé megbizhat6 atjarhatosdginak a valoszintiségét
P(AL(t) + -+ Ap(1))

adja meg, hiszen ez a valdszintiség azt fejezi ki, hogy legaldbb egy ut a t idépontig atjar-
hat6. Ezért az 1.2 szakaszban kidolgozott valészintiségbecslési eljarasok alkalmazhatoak

ennek a valészintiségnek a becslésére is. Ennek menete a kdvetkezs.

Legyen a vagany és vaganykapcsolo-rendszert leir6 hurokmentes iranyitott graf
(N, A), ahol N a csticsok halmaza, A az élek halmaza. Ne csak az egyes vagany szaka-
szokat, hanem az azokat Gsszekdts vaganykapcesolokat is tekintsiik Ggy, mint a graf éleit,
az igy kialakitott élek kozotti kapcsolédasi pontokat pedig tekintsiik a graf csticsainak.
Az igy kialakitott grafban legyen az élek szdma m, a csicsok szdma pedig n. Legyen az
1-es kezd6 cstics a vagany és vaganykapcsolo-rendszer belépési pontja, mig az n-nel azo-
nositott befejez6 cstics a viganykapcsolo-rendszer kilépési pontja. Tegyiik fel tovabb4,
hogy p kiilénb6z6 1t 1étezik a kezdd csticsbdl a befejezd csticsba, vagy ha ezek szama

tal nagy, akkor legyen p a figyelembevett néhany, de még elég sok, legmegbizhatobban
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miikdds Gt szdma. Ezeket az utakat egy A = (a;;) Gt—€él incidencia matrixszal irhatjuk

le:
)L ha a j él szerepel az ¢ Gtban,
"7 0. kilonben.
Legyen & = (&,...,&,)T a vagany és vaganykapcsolo-rendszer elemei véletlen mii-
kodési ideibdl képezett oszlopvektor és jeldlje P, ..., P, a kezd§ eseménybdl a befe-

jez6 eseménybe vezet6 utakat, mint élhalmazokat. Ekkor ha R(¢) jeloli a vagany és
vaganykapcsolo-rendszer véletlentdl fiiggs hibatlan miikodési idétartamat, akkor az gy
irhat6 fel, mint

R (€) = max min¢;.

Az R(&) valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényét jeldlje G(t):
G(t)=P(R(§) <)
és vezessiik be ismét a
G(t)=1-G(t)

jelolést is. Ekkor az (1.7) képlet értelmében
E(R(§)) = /G(t)dt. (1.75)
Mivel G(t) tigy irhat6, mint

1<i<p jeP;

Git)y=P(R(&) >t)=P (max min §; > t) =P (A(t)+---+ A1),

ahol most

Ai(t) = {minéj >t}, 1=1,...,p,

jJEP;
azért a G(t) valosziniiség becslésére ugyantigy alkalmazhatjuk az 1.1 szakaszban ismerte-
tett valoszintiségbecslési modszereket, mint ahogyan az 1.2 szakaszban azt parhuzamos

rendszerek esetében tettiik.

Ezzel példat mutattunk olyan miiszaki rendszerre, amely a maga fizikai val6sdgaban

se nem soros, se nem parhuzamos, mégis a vele kapcsolatban felmeriil6 megbizhatésagi
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feladat egy olyan virtualis rendszer elemzését koveteli meg, amelyik parhuzamosnak te-
kinthets. Esetiinkben a kezd& pontbél a befejez pontba vezet utak rendszere az, ami
parhuzamos miikédési elvii. Ugyanakkor az is 1athatd, hogy az egyes utak megbizhaté
miikodési idejei egyméstol nem fiiggetlenek, hiszen bizonyos miiszaki elemeket kdzdsen
hasznalhatnak. Ha a rendszert alkot6 miiszaki elemek véletlentél fiigg6 hibatlan mii-
kodési idejei egymastol fiiggetlenek, akkor viszonylag kénnyen lehet szamitani egy, ketts
illetve akar néhany, de nem til sok ut ¢ ideig valo egyiittes hibatlan miikddési ideinek a

valészintiségeit, hiszen egy 1t esetén:

P =p({nige > }) = (H (& > t}) “[IPt&=m. =1

JEPR; JjeR;

két 0t esetén:

P (A (t)A,(t)) = P <{ min &, > t} {‘min &, > t}) —

JEP;, J2€P;,
= P [1 {§j>t}>: [I PHEG >, 1<ii<ig<p,
jEP,L'lUPFL'2 jEP»L'IUPFL'2

illetve r 1t esetén:

P (A (t)- Ay (t) = P ({ min &, >t}"‘{~mm S >t}) -

jlepil ]7‘€P7;T
= P( I1 {£j>t}>: [T PHE&>t)),
JEP U-UP;, jEP; U-UP;,

1<i <---<i, <p,

Az utak r szaméat p-ig névelve a teljes Poincare formulat végigszamolhatnank és igy a
pontos valoszintiség értéket is megkaphatnank. Ezt azonban nem tehetjiik meg, mert igy
2P — 1 ilyen tipusi valdszintiséget kellene szdmolni, ami 100-as nagysagrendben megma-

radd, legmegbizhatébban miik6dének tekinthets Gt esetén mar kivitelezhetetlen.

zzzzzz

Itt jegyezziik meg, hogy érdekes lehet legalabb két, hadrom vagy tébb atjarasi ut mi-
kodeési valoszintiségének a becslése is. Az (1.44) lineéris programozasi feladatok optimalis
megoldasaibél kiindulva ezek a becslések is az eddigiekhez hasonléan lennének elvégez-
het6k. Ezeket itt nem részletezziik. A megbizhaté atjarhatosagi id6é varhato értékét
az (1.75) képlet alapjan ugyantgy integralassal nyerhetjiik, mint az az 1.2 szakasz (1.57)
és (1.61) képleteiben tortént.
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1.5. Varosi kozlekedési alkalmazas

Ebben a szakaszban egy varosi, jelzélampakkal is felszerelt, csicsid6ben zsifolt ut-
cai halozat elkeriilésére jelzést kiadé moédszert dolgozunk ki. A jelzés kiadésat ahhoz
a feltételhez kotjiik, hogy egy elSirt valdszintiségi szintnél nagyobb legyen az esély arra,
hogy a zstfolt utcai halézat egyetlen lehetséges titvonalan se lehessen mar az S kiindul4si
pontbél a T' célpontba révidebb id6 alatt eljutni, mint amennyi id6 alatt a jéval hosszabb
keriilguiton azt kiilonben meg lehetne tenni. Példaként gondolhatunk arra, hogy az M1-
MT7-es autopalyarol az M3-as autépalyara érdemes-e Budapest zsifolt utcéin, a legrovi-
debb ttvonalat keresve keresztiilhajtani, vagy érdemesebb hosszabb keriilgtton, példaul
az M0-as korgytrtin eljutni oda. A kidolgozand6 modelliink szempontjabdl k6z6mbdas,
hogy a dontéshozék mekkora valbszintiségi szintet irnak eld, illetve, hogy mennyivel
gyorsabb athaladast kivinnak meg a keriil6iaton torténd atjutésra. A varosi kozlekedési
halézatot hasonloan modellezte Yen-Ling Cheu és Hsu-Hao Yang (2003) dolgozataban.
A jelz6lampas keresztez6déseken torténd athaladas modellezését jol szemlélteti a 9. abra,

mely Fi Istvan (2005) kényvében talalhato.

A varoson keresztiil haladé utcai hélézat, a vigany és vaganykapcsolé rendszerhez
hasonléan, matematikailag tigy modellezhets, mint egy (N, .A) hurokmentes iranyitott
graf, ahol A/ a csticsok halmaza, A az élek halmaza. Nem csak az egyes utcaszakaszokat,
hanem az esetenként elGfordulé jelz6lampas athaladasi helyeket is tigy tekintjiik, mint a
graf éleit. Az igy kialakitott élek kozotti kapesoldédési pontokkal pedig a graf csucsait
azonositjuk. Az igy meghatarozott grafban legyen az élek szama m, a csticsok szama pe-
dig n. Legyen az 1-es kezd6 cstics a kiindulasi pontunk, mig az n-nel azonositott befejez6
csucs a célpontunk. Tegyiik fel tovabba, hogy p kiilénb6z6 0t 1étezik a kezd§ csticsbél a
befejez6 csiicsba, vagy ha ezek szama til nagy, akkor legyen p a figyelembevett néhany,
de még elég sok, altalaban gyors 4thaladast biztosit6 Gtvonal szdma. Ezek azonositasara
tobb lehet6ség is kinalkozik. Kézenfekvé moédszer az, hogy a budapesti varosi kozle-
kedésben nagy gyakorlattal bir6 autosoktdl kériink altaluk hasznalt utvonal lefrasokat
és a teljes budapesti utcahalézatnak csak azokat a szakaszait vessziik be az iranyitott

grafunkba, amelyek legaldbb egy titvonal 4ltal érintve vannak. Mésik lehet6ség, hogy a
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k=1l

ahol:
1; : atmeneti 1do [s],
t; : kihaladasi ido [s],
Iy : behaladasi 1do [s].

kozbensodo (ty)

> W
kihaladési idé (ty)

behaladasiidé (t,)
-

| p—————

_— - i
atmeneti idS () elokészits id (t,)

9. 4bra. Kozbenss id6 értelmezése jelz6lampéas keresztezGdésre

teljes budapesti utcahal6zatot bevessziik az iranyitott grafunkba, majd megkeressiik a
kiindulasi pontbo6l a célpontba vezets 6sszes lehetséges itvonalat. Minthogy ezek szama
nagyon nagy lenne, célszerdi az Gsszes lehetséges titvonal keresésekor csak az tithossz
szerint legrévidebb p szamiu Gtvonalat megkeresni. Erre hatékony grafelméleti algorit-

musok allnak rendelkezésre, lasd példaul Eppstein (1999).

Akarhogyan hataroztuk is meg a figyelembe venni szandékozott atvonalakat, azok egy

p x m méretli A = (a;;) at—€l incidencia méatrixszal lesznek leirhatok:

1, ha a j él szerepel az ¢ itban,

aij =
0, kiilénben.
Legyenek &1, ..., &, az egyes utcaszakaszokon, illetve jelz6lampéas keresztez&déseken tor-
téng véletlen atjutasi idék. Keépezziik ezekbsla & = (&1, ..., &,,)T oszlopvektort és jeldljiik
P-vel, i =1,...,p, a kezd6 pontbdl a célpontba vezet6 utakat, mint élhalmazokat.
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Ekkor, ha T'(¢) jeldli a jelz6lampakkal is felszerelt utcai halézaton t6rténé athaladas
véletlentdl fiiggs idGtartamat, akkor az gy irhato fel, mint
T(§) = min A = min > ¢, (1.76)

JER;
ahol A; az A ut—€él incidencia matrix i-edik sora, mint sorvektor.

Ha t jelli a keriil§ dton torténd dthaladas determinisztikusnak tekintett idGtartamat,
vagy annak valamekkora, a déntéshozok altal megadott hanyadat és g a varoson keresztiil

torténd, ennyi id6 alatti Athaladas lehetGségének a megkivant valészintiségi szintjét, akkor
P(T () >t)>q (1.77)

teljesiilése esetén kell a keriil6at hasznalatat javasolni.

Mivel feltehetjiik, hogy az egyes figyelembevett titvonalak mindegyike elég sok utcasz-

akaszon, illetve jelz6lampas keresztez6désen halad at, azért bevezetve az

mi=Y &i=1...p (1.78)

JEP;

valészintiségi valtozokat, a centralis hatareloszlastétel értelmében feltehets, hogy ezek
normalis eloszlastiak. Ha ¢ # k index parra a P, és a P, utaknak nincs egyetlen kozos
éliik sem, akkor a megfelel6 7; és n, valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, feltéve, hogy a
&1, .., &, valoszintiségi valtozok fiiggetlenek. Ha azonban valamely ¢ # k index parra
a P, és a P, utaknak k6zds éliik is van, akkor a kozos élek szérasnégyzeteiknek meg-
felel pozitiv kovarianciat hoznak létre a megfelels 7; és 7 valoszintiségi valtozok kozott.
Ezért az ny,...,n, valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa korrelalt p-dimenzids nor-
maélis eloszlas, melyre vonatkozé val6szintiségek szamitasahoz tobbdimenzidés numerikus
integralas sziikséges. Ez nagy p esetén igen szdmitasidGigényes feladatot jelent. Ezért
inkabb tegyiik a kovetkez6t. Alakitsuk at az (1.77) képletben szerepls valoszintiséget
az (1.76) és az (1.78) képletek figyelembevételével a kivetkezSképpen:

1<i<p

— 1=P({m<t}U--Ufn, <))

P(T(&) >t) = P(minm>t):P(U1>t,...,77p>t) (1.79)
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Ezzel a keriil6ut hasznéalatanak javaslatat kivalto (1.77) egyenlStlenség ekvivalens mo-

don gy fogalmazhaté, hogy
P({m<tju---U{n,<t}) <1l—q. (1.80)

Az (1.80) kritérium szavakban ugy fogalmazhaté meg, hogy ha még 1 — g-nal tébb
esélye van egy autosnak arra, hogy a keriil6taton torténd athaladéas idejénél, vagy annak
valamekkora hanyadanél révidebb idé alatt 4tjusson a varoson keresztiil halad6 utak
valamelyikén, akkor vélaszthatja azt. Ha ez mar nem lehetséges, akkor figyelmeztetni
kell 6t és igyekezni a keriilgttra terelni. Nyilvan az 1 — g-val jellemzett kockazat vallalasi
szint személyenként valtozo lehet, azonban a figyelmeztetés mindenki szdmara értékes in-
formaciot jelenthet. A varoson éppen leggyorsabban keresztiil vezets it megtalalasanak a
segitése mas probléma, ahhoz az aktualis forgalmat is figyeld, kiilonb6z6 GPS rendszerek
nytdjthatnak segitséget.

Mivel az (1.80) kritérium az A; = {n; < t},i = 1,...,p események unidjanak a
valészintiségét tartalmazza, arra kénnyen nyerhetiink fels6 becsléseket a disszertacio 1.1
szakaszdban ismertetett binomidlis momentum probléméak segitségével. Ehhez csak az
At =1,..., pesemények, és a koziiliik kivalasztott kettd, harom és esetleg t6bb esemény
egyiittes bekovetkezésének a valoszintiségét kell tudni meghatarozni. Ez a p-dimenzids
egyiittes normalis eloszlas alacsony dimenziés peremeloszlasai eloszlasfiiggvényértékének
a meghatarozasat igényli csak, ami lényegesen kénnyebb feladat, mint az esetleg nagyon

nagy dimenziés egyiittes eloszlas eloszlasfiiggvényének a szamitésa.

Moédszeriink elénye az, hogy az egyes utcaszakaszokra, illetve jelz6lampas keresz-
tez6désekre elég az éppen varhaté athaladasi id6t és annak szérasat megbecsiilni, a
centralis hatareloszlas tétel alkalmazisa miatt k6z6mbds annak a valoszintiségelosz-
lasa. FEz egy egyszerti monitorozassal, illetve esetenkénti mintavétellel barmikor el-
végezhet6. Megjegyezziik, hogy az egymashoz koézeli utcaszakaszok véletlen athala-
dasi idejei feltehet&en sztochasztikus kapcsolatban vannak egymassal. Semmi akadalya
azonban, hogy erre vonatkoz6 adatokat is gyfijtsiink és ne csak az egyes utcaszaka-
szok, illetve jelz6lampas keresztez6dések E(&;),7 = 1,...,m varhato athaladasi idejeit,

D*(&) = E(&2) — E(&)%,1 = 1,...,m szorasnégyzeteit becsiiljiik meg, hanem az azok
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kozotti ¢;; = E(&E) — E(&)E(E), 1 < i < j < m kovariancidkat is, mely esetben az

n= A

vektor val6szintiségi valtozé normalis egyiittes eloszlasara azt kapjuk, hogy a varhaté

érték vektora
E(n) = AE(E),

a kovariancia matrixa pedig
077 = ACgAT,
ahol C¢ = (¢;5) a £ valdszintiségi vektorvaltozé kovariancia matrixa, mely f6diagonalisa-
ban a c; = D*(§;),i = 1,..., m szérasnégyzetek allnak.
Nlusztrativ példaként tekintsiik 10. 4bran lathaté utcahélozatot, melyben a szagga-

tott vonallal jelolt élek a jelz6lampas keresztez&déseknek felelnek meg.

10. abra. Utcahalozat jelz6lampékkal

A 10. 4bra utcahéalézata 54 szakaszbdl, illetve jelz6lampés keresztez6désbdl all, melyek

csatlakozasi pontjanak a szama 30. Az 1-es pontbdl a 30-asba Gsszesen 179 kiilénb6z6
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ut vezet, melyeket egyszerti szamitogépes programmal meg lehetett hatarozni. A 2.
tablazatban megadjuk az egyes ttszakaszokon, jelz6lampas keresztezGdéseken térténd
athaladasi id6k varhato értékeit és szorasait.

2. tablazat: A 10. Aabra halézatanak élei és az azokon torténd

athaladasi id6k varhatoé értékei és szorasai percekben

Sorszam || El kezdépontja | El végpontja | Varhato érték | Széras
1 1 2 30,000000 3,461726
2 1 3 25,000000 5,471535
3 1 4 20,000000 2,168257
4 1 5 2,000000 0,299822
5 1 6 20,000000 3,884469
6 1 7 25,000000 3,124388
7 1 8 30,000000 3,296793
8 2 9 13,000000 1,731340
9 2 13 21,000000 2,980834

10 3 9 15,000000 3,485528
11 3 10 15,000000 2,274798
12 4 10 9,000000 0,914267
13 5 6 5,000000 0,770245
14 5 10 8,000000 0,837407
15 5 17 30,000000 6,239424
16 6 7 7,000000 1,080475
17 6 11 6,000000 1,227885
18 7 8 9,000000 0,989020
19 7 18 25,000000 3,335587
20 7 19 35,000000 3,851452
21 8 12 10,000000 1,013420
22 9 13 12,000000 1,326969
23 9 14 1,000000 0,236068
24 10 15 8,000000 1,046940
25 10 16 3,000000 0,472285
26 11 18 7,000000 0,760670
27 12 20 6,000000 0,720107
28 13 21 15,000000 2,888734




2. tablazat: (folytatas)

Sorszam || El kezd6pontja | El végpontja | Varhaté érték | Szoras
29 14 15 8,000000 1,046825
30 14 21 10,000000 1,214190
31 15 16 6,000000 0,652598
32 15 22 9,000000 1,540980
33 16 22 7,000000 0,754185
34 17 18 5,000000 1,179303
35 17 23 17,000000 2,293428
36 18 19 5,000000 0,633427
37 18 23 2,000000 0,455095
38 19 24 12,000000 1,640020
39 19 27 21,000000 3,271450
40 20 24 8,000000 1,046203
41 21 25 12,000000 1,592453
42 22 25 13,000000 1,482183
43 22 26 12,000000 1,392733
44 23 26 12,000000 1,857025
45 23 27 8,000000 1,104477
46 24 27 6,000000 0,684509
47 25 26 12,000000 2,374292
48 25 28 8,000000 1,214510
49 26 28 9,000000 1,012544
50 26 29 12,000000 1,413315
51 27 29 15,000000 1,832685
52 28 29 9,000000 1,523341
53 28 30 12,000000 1,838438
54 29 30 8,000000 1,411934

A 2. tablazatban az élekre megadott varhaté athaladasi idék a 179 kiilénb6z6 utra
is meghatarozzak a varhat6é dthaladasi id6ket. Ezek 52 perct6l 120 percig terjednek. Ez
alapjan is nyilvanval6, hogy az 1-es pontb6l a 30-as pontba térténé minél gyorsabb atha-

ladashoz nem sziikséges mind a 179 utat figyelembevenni. Hogy pontosabban ki tudjuk
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valasztani, hogy mely utakat érdemes ebb6l a szempontbél figyelembevenni, az éleken
torténd véletlen nagysagi athaladasi id6ket normaélis eloszlastinak feltételeztiik és egy
100000-es mintan Gsszeszamoltuk, hogy melyik it hanyszor bizonyult a leggyorsabbnak.
Azt talaltuk, hogy csak 12 olyan 1t van, amelyik a 100000 esetbél legalabb 10-szer bi-
zonyult a leggyorsabban bejarhaténak. Ezeknek az atlagos 4thaladasi id§ szerint névekvs

sorrend szerinti sorszamai és az ut—él incidencia matrixuk a 3. tablazatban lathato.

3. tablazat: A leggyorsabb utak at—él incidencia méatrixa

000100000000010000000000100000001000000000100000010001
000100000000100010000000010000000000100000001000001001
000100000000010000000000100000001000000000100000100010
000100000000010000000000100000001000000001000001000010
000100000000100010000000010000000000100000010000010001
000100000000100010000000010000000000100000010000100010
000100000000010000000000100000001000000000100000100101
000100000000010000000000100000001000000001000001000101
000010000000000010000000010000000000100000001000001001
000100000000001000000000000000000100100000001000001001
000100000000001000000000000000000100100000010000010001
000100000000001000000000000000000100100000010000100010

IS L A Y o A T

L W N =
@ 2 3@

A 3. tablazatbeli utak véletlen athaladasi idGi a centralis hatareloszlas tétel szerint
normélis eloszlasnak, melyek kézott nemnegativ korrelaciok lehetnek. Az egyiittes nor-
maélis eloszldsuk komponenseinek a varhaté értékeit és a szorasait a 4. tablazat; a kor-
relacids egyiitthatéit pedig az 5. tdblazat tartalmazza.

4. tablazat: A 3. tablazatbeli utak véletlen hosszainak varhat6

értékei és szbrasal

Véarhato érték: 52 53 53 53 54 55 58 58 66 70 71 72
Széras: 2,74 3,09 2,82 294 3,23 329 298 300 489 6,87 693 6,96
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1,00
0,25
0,46
0,20
0,46
0,01
0,68
0,42
0,15
0,11
0,22
0,01

A 6. tablazatban megadjuk a P (T (§) > t) valoszintiségekre szamitott Boole-Bon-
ferroni als6 korlatokat a ¢ paraméter 45-t6l 52-ig terjed6 értékeire, valamint az azok
szamitédsahoz sziikséges S, Ss, S35 binomialis momentum értékeket. A tablazat t = 47

sora példaul azt jelenti, hogy annak a val6szintisége, hogy 47 percnél révidebb id§ alatt

5. tablazat:

matrixa

0,25 0,46
1,00 0,01
0,01 1,00
0,01 0,60
0,50 0,01
0,30 0,49
0,23 0,54
0,22 0,18
0,59 0,00
0,32 0,01
0,11 0,01
0,01 0,23

A 3. tablazatbeli utak véletlen hosszainak korrelacio

0,20 0,46
0,01 0,50
0,60 0,01
1,00 0,01
0,01 1,00
0,36 0,61
0,18 0,22
0,58 0,21
0,00 0,27
0,00 0,10
0,00 0,35
0,17 0,17

0,01 0,68
0,30 0,23
0,49 0,54
0,36 0,18
0,61 0,22
1,00 0,11
0,11 1,00
0,01 0,64
0,14 0,14
0,01 0,10
0,16 0,10
0,36 0,05

0,42
0,22
0,18
0,58
0,21
0,01
0,64
1,00
0,13
0,10
0,10
0,00

0,15 0,11
0,59 0,32
0,00 0,01
0,00 0,00
0,27 0,10
0,14 0,01
0,14 0,10
0,13 0,10
1,00 0,20
0,20 1,00
0,07 0,90
001 085

nem lehet az 1-es pontbdél a 30-asba eljutni, legalabb 0, 90.

6. tablazat:

0,22
0,11
0,01
0,00
0,35
0,16
0,10
0,10
0,07
0,90
1,00
0,91

Boole-Bonferroni alsé korlatok annak a valo-

szintiségére, hogy ¢-nél révidebb id6 alatt nem lehet az 1-es pontbol

a 30-asba jutni

0,01
0,01
0,23
0,17
0,17
0,36
0,05
0,00
0,01
0,85
0,91
1,00

t S Sy S3 Boole-Bonferroni alsé korlat
45 | 0,20E-01 | 0,20E-02 | 0,19E-03 0,982
46 | 0,51E-01 | 0,77E-02 | 0,10E-02 0,955
47 | 0,12E+00 | 0,27E-01 | 0,52E-02 0,901
48 | 0,26E+00 | 0,86E-01 | 0,23E-01 0,805
49 | 0,50E+00 | 0,24E+00 | 0,87E-01 0,656
50 | 0,88E+00 | 0,59E+00 | 0,28E+00 0,467
51 | 0,14E+01 | 0,13E+01 | 0,80E-+00 0,250
52 | 0,21E+01 | 0,25E+01 | 0,19E+01 0,054
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2. Csoportos életbiztositas

Ebben a fejezetben a Bowers (1997) konyv fogalmait és jeloléseit hasznaljuk. Egy
adott egyén teljes élettartama valosziniiségi valtoz6, melyet a tovabbiakban X, vagy
(esetleg indexszel ellatott) mas latin nagybetiivel jeloliink. Ha az egyén tilélte az x évet,
akkor a hatralévs élettartamat a T(x) szimbolum jeloli. A T(x) valdoszintségi valtozo
eloszlasa az X > 0 valoszintiségi valtozo feltételes valészintiségeloszlasaval adhatoé meg.

Ha X eloszlasfiiggvényére bevezetjitk az F(x) jelolést, vagyis

F(z)=P(X <z), x>0, (2.1)

tovabba bevezetjiik még az

s(x) =1— F(x) (2.2)

jelolést is, akkor T'(x) eloszlasa az alabbi képlettel adhat6é meg:

P(T(z) <t) = Pr < X <a+1X >z) = Lozzes)

(2.3)

_ Fl+)-F(z) _ s(@)—s(z+t)
s(x) s(x)

A (2.3) valosziniiségre szokas a ,q, jelolést, a P(T(x) > t) valoszintiségre pedig a ,p,
jelolést alkalmazni. Az élettartamokat altalaban diszkrét, vagy folytonos eloszlasi valo-
szintiségi valtozdknak szokas feltételezni. A diszkrét esetben az élettartam lehet 0,1,2, ...

év, vagy valamilyen révidebb idtartam. A g

4

valészintiségeket egész x,t esetére az
élettartam tablazatok tartalmazzak. Az egy évre vonatkozé tulélési ill. haladlozasi valo-

szintiségre vonatkozolag szokas az alabbi, egyszeriibb jeloléseket alkalmazni:

P = By Gz = 4> hat=1.

A p valoszintiség szdmithaté a t = 1 esetre vonatkoz6 valdszintliségek segitségével,

ugyanis fennall az alabbi egyenlGség:
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0, =P(X >z +t|X > 1) = 252t

P(X>zx)
: (2.4)
(X >z+k)
1:[ P(X>Z+k 1) = PzPx+1 - - Prtt—1-
Tekintsiink most n egyént, akik az adott id6pontban =1, ..., z, évet mar éltek, ahol
x1,..., 2T, nem feltétleniil egész szamok. Masként kifejezve, tekintsiik az (x;),..., (z,)

élettartamokat. Az id6 haladtéval a még életben 1évé egyének szama csdkken. Azt
mondjuk, hogy a legalabb £ ttléls allapot érvényes, ha k egyén az n koziil még életben

van. A legalabb £ tulélg allapot jele:

k-
1Ty ... Tn )

Egy masik rokon fogalom a pontosan k taléls allapot.Ez fennall akkor, ha az n élet koziil

pontosan k£ még nem fejez6dott be. Ennek az allapotnak a jele:

(=)

A jelen idéponthoz képest ¢ id6 mulva a legalabb k talélé allapot bekovetkezésének a
valoszintiségét a

tD k )

T1TY...Tn

a pontosan £ tilél6allapot bekovetkezésének a valdszintiségét a

th__ )]
T1x...Tm
szimbo6lum jel6li.
Ismeretes, hogy ha A;,..., A, tetsz6leges események, ;) annak a val6szi-

niisége, hogy ezek koziil pontosan £k esemény bekoévetkezik, ahol 0 < k < n, akkor

tetszGleges ¢, c1, - . ., ¢, szamokkal fennall a

n

Z Ckp[k] =cCy+ Z SkAkCO, (25)

k=0 k=1

egyenlség. A (2.5) képletben Sy = 1,
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Se= > P(A,N..NA), k=1,...n,

1<i1<..<ip<n

AFcy pedig a ¢y, c1, . . ., ¢, sorozat k-adik differenciéja,

0 1 2
ACOICO, ACozcl—Co, ACOIC2—2C1+C0

és altaldban

AFey = Zk:(—n“ (k> ¢, k=1,...,n. (2.6)

i=0
Hasonl6 képlet adhaté arra az esetre, amikor a P, valoszinfiséget a legalabb k

esemény bekovetkezésének P, valosziniiségével helyettesitjiik. Az erre az esetre vonatkozé

képletben a dy, dq, ..., d, szdmokat alkalmazva, fennéll a
Z dp P, = do + Z SkAkildl (27)
k=0 k=1

egyenlGség.

Tekintsiik most ismét a T'(zq),...,7T(x,) valészinliségi valtozokat, melyek az
x1,...,%, éves egyedek tovabbi élettartamait jelolik. Vezessiik be a kdvetkezd jelolé-
seket:

So= ). P(T@y)>t...,T(x,)>1t), k=1,...,n

1<i,<...<ix<n
Ha ezeket a (2.5) és a (2.7) képletekben megfelel§ S, mennyiségek helyébe tessziik és
egyidejileg végrehajtjuk a

Py =1w__m
T1T9...Tn
Pk — ¢t k




helyettesitéseket, akkor az alabbi formulakhoz jutunk:

n

o m =c+ Y S (2.8)

T129...Tn

k=0 k=1
s =do+ > SAdy. (2.9)
T1TH...Tn
k=0 k=1
Az aktuarius elméletben és gyakorlatban a T'(xy),...,T(z,) valészintségi valtozokat

altalaban fiiggetleneknek tételezik fel. E feltétel érvényessége esetén fennall az, hogy
P(T(zi) > t1,...,T(x;,) >t) = P(T(2;,) > t) ... P(T(x,) > t)

és igy a S, értékeket a T'(x;) valoszintiségi valtozok eloszlasai ismeretében meghataroz-
hatjuk. A (2.8), (2.9) egyenldségek jobb oldaldnak ismeretében a bal oldalak is ismertté
valnak. Az utobbiaknak konkrét biztositdsmatematikai tartalmuk van, amint ezt a

kovetkez6 szakaszban kifejtjiik.

Ha azonban a T'(zy),...,T(x,) valésziniiségi valtozoék nem fiiggetlenek, akkor mar
nem biztos, hogy a S ,..., S mennyiségek mind ismertek, lehet, hogy csak az els6

ketts, vagy az els6 harom, vagy az els§ néhany mennyiség ismert, a tobbi nem. Ez
két okbol is bekdvetkezhet. Egyfel6l lehet, hogy néhany valésziniiségi valtozo egyiittes
eloszlasara van adatunk, de sokra nincs, mésfel6l lehet, hogy vannak adatok, de

S

valamennyi ,S,

WS, ... S, kiszamitasadhoz sziikséges szdmitasi id§ irrealisan sok volna. Ily

modon a (2.8), (2.9) formulak alkalmazasi lehetGsége korlatozott.

A 2.1. szakaszban a (2.8), (2.9) egyenletek bal oldalan 4ll6 mennyiségek biztositas-
matematikai jelentésével foglalkozunk. Az ezt kovetd 2.2. szakaszban megadjuk a (2.8),
(2.9) formulak bal oldalain all6 6sszegekben szerepl6 valoszintiségek altalunk javasolt also
és fels6 korlatait, melyek révén eljutunk az Gsszegek alsé és fels6 korlataihoz. Végiil a

2.3. szakaszban az m + 1 = 3 esetre vonatkoz6 formuldkat adjuk meg.
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2.1. Az élettartamok egyiittes valdsziniiségeloszlasanak je-

lent&sége az életbiztositasi feladatokban

A nagy szamu alkalmazasi lehetség koziil kettét ragadunk ki. Az egyik a tobb
személy egyiittes életbiztositdsa esetén a nettdé prémium, a mésik a tébb személyes
évjaradék (annuitas) meghatérozasa. Az egyiittes életbiztositas vonatkozasaban fel-

meriil§ problémak koziil vegyiik az alabbi példat.

2.1. Példa: Tegyiik fel, hogy n személy szdmdra kotink életbiztositdst, mely a j-edik
elhaldlozds utdn a kovetkezd elhaldlozdsig d; dsszeget fizet, ahol j = 0,1,...,n. Az élet-
biztositds megkdtésének idejét zéronak véve, a biztositott eqyének ekkor bizonyos életkort
mdr elértek, jeloljék ezeket x1, ..., x,. A jovdben bekivetkezd elhaldlozdsok idépontjait a
kordbban bevezetett jeldléseknek megfelelden a T'(x1), ..., T(x,) valdszinidségi vdltozok ér-
tékes adjdk meg. Egyiittes eloszldsuk a teljes 1, . .., x, élettartamok F(zy,. .., z,) egyit-
tes eleloszldsfiigguénye segitségével hatdrozhaté meg.

Példdaul, a T'(z1) > t1...,T(x,) > t, esemény valdszindsége a kovetkezd:
P(T(z1) > t1,...,T(z,) > t,)

:P(X1>I1+t1,...,Xn>$n+tn‘X1>I1,...,Xn>l'n)

(2.10)

P(Xl>$1+tl7~~~7Xn>xn+tn7X1 >51717~~~7Xn>$n)
- P(X1>z1,...,Xn>%n)

- P(X1 >T14t1,.., Xn>Tn+tn)
P(X1>x1,....,Xn>Tn)

A (2.10) képlet utolsé sordban mind a szdmldls, mind a nevezd jol ismert mddon
szdrmaztathaté az X1, ..., X, valoszinidségi viltozo egyiittes eloszldsfiigguénye segitségé-
vel. Egyszeriség kedvéért teqyiik fel, hogy X1, ..., X, egyittes eloszlisa folytonos. Ren-
dezziik sorba nagysdg szerint a T(xy),...,T(x,) valdsziniségi vdltozdkat, jeléljék ezeket

1Y, ..., T ahol Ty a legkisebb, T, a legnagyobb érték. Jellje f;(t) a T valdsziniség:
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vdltozo striségfigguényét, 7 = 1,...,n. FE sidriségfiggvények is szdrmaztathatok az

F(z1,...,2,) eloszldsfiigguénybdl. Ezek utdn felirjuk o netto prémium értékét:

[e.9]

/e—” Zn: d; f;(t)dt, (2.11)

0

ahol r a kamatldb és e™"" a jelenérték meghatdrozdsdhoz szolgdlo diszkontdld faktor (idd-
ben folytonos kamatozdst feltételezve). Ha az X1, ..., X, valdszindségi viltozdk figgetle-
nek, folytonos és azonos eloszldsiak, kézos siriségfiggvényik f(t), tovdbbd x1 = ... =

x, = 0, akkor

) = T (PO (0 = PO 405 = L on.

Ezekkel a figgvényekkel (2.11) értéke meghatdrozhato.

2.2. Példa: Evjdradék (annuitds). Tegyik fel, hogy n személy szimdra folydsitandd

évjdradék Osszege iddegységenként c; forint a j-edik és a j + 1-edik személy haldla kézott,

7 = 0,1,...,n. Meghatdrozhaté az évjdradék jelenértéke iddben folytonos kamatozds
esetén, ahol a kamatldb r. Az egyes személyek élettartama induldskor az x4, ..., x, ér-

tékekkel egyenld. A feladat megolddsdra a (2.8) formuldt alkalmazhatjuk. Ekkor azonban
ismerniink kell minden t > 0 esetén a S, k =1,...,n értéket. Tegyiik fel, hogy ezek
rendelkezésre dllnak. Ekkor a kivdnt eredményhez a (2.8) egyenldség mindkét oldaldnak
0-t6l oo-ig terjedd integrdldsa révén jutunk. Ugyanis annak o valdszinidsége, hogy a t

tddpontban a rendszer a pontosan k tuléld dllapotban legyen, a

tD_ (K

T1TY...Tn
értékkel egyenld. Ebbol kdvetkezik, hogy a (t,t + dt) iddintervallumban kifizetett évjdradék

vdrhato értéke

n

e‘”ch 0w dt (2.12)

=0 T1TQ...Tn
és igy a teljes (0 ,00) iddintervallumban kifizetett évjdradék vdrhatd értéke, vagyis az un.

aktudrius jelenérték az aldbbi:
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o0 [e.e]

ck/e_’"ttp (k] dt:co/e_rtdt+ZAkco/tSkdt. (2.13)
0

0 k=1 0

n

k=0

Ha az egyes élettartamok fiiggetlen valdsziniségi vdtozok, akkor ehhez S, k =

1,...,n meghatdrozhatdk az egyedek élettartama valdsziniségeloszlisa és a cq, . .., c, So-

rozat 1smeretében.
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2.2. Also és felsé korlatok az aktuarius jelenértékre vonatkozolag

S

A (2.13) egyenletben szerepls ,S, értékek ismerete minden ¢ > 0 és k = 1,...,n

:
esetén feltételezi az n személy élettartama egyiittes valésziniiségeloszlasanak az isme-
retét. Ez azonban a gyakorlatban 4ltaldban nem All rendelkezésre. Sok esetben mé-
gis kevesebb, mint n élettartam egyiittes eloszlasa rendelkezésre all. A legegyszeriibb
eset az, amikor minden élettartam par egyiittes valoszintiségeloszlasat ismerjiik. Eb-
ben a szakaszban erre a viszonylag egyszerti esetre koncentralunk és modszert adunk az
évjaradék aktuarius jelenérték also és fels6 korlatjainak a meghatarozasara, kizarélag a
paros élettartam eloszlasok ismeretének feltételezése mellett. A modszer sok hasonlosa-
got mutat a Horvath és Prékopa (2002) dolgozatban k6zolt modszerhez, mely azt a célt
szolgalja, hogy rendszerek atlagos miik6dési idejére hatarozzunk meg korlatokat. Miel6tt
azonban tovibb mennénk, figyelmiinket egy speciélis cg, ¢y, ..., ¢, sorozatra iranyitjuk,
mely gyakran el6fordul az évjaradék szamitasban. Ez a sorozat a kdvetkezs:

co=0, =" =2 ¢c =1, (2.14)

ahol 0 < ¢ < 1. Mivel ¢, az évjaradék idGegységre es6 részét jelenti a pontosan £ tiléls
allapot érvényessége esetén, a fenti sorozat azt jelenti, hogy egy egység jar, ha mindegyik
kedvezményezett életben van és minden halal esetén az évjaradék c szorzéval csokken.
A (2.14) sorozattal kapcsolatban bebizonyitunk két tételt. Ehhez sziikségiink van a
magasabb rendd osztott differencia fogalmara, mely megtalalhaté pl. Jordan (1947),

vagy Prékopa (1995), kényvében.

2.1. Tétel: A (2.14) képlettel adott cy, ¢y, . . ., c, sorozat valamennyi m—+ 1-rendd osztott

differencidja pozitiv, ha m + 1 pdratlan.

Bizonyitds: A Fekete és Polya (1912) levelezésében szerepl6 Fekete altal bizonyitott
egyik tétel és az osztott differencidk determinans alakja segitségével bebizonyihaté, hogy
ha a konszekutiv pontokhoz tartoz6 m+1 -rendii differencidk pozitivak, akkor valamennyi
m + 1-rendid osztott differencia pozitiv. Ennek indoklasa megtalalhaté Prékopa (1995)

kényve 156.0ldalan, igy a részleteket mellGzziik.
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Tekintsiik a ¢;, ¢j11, . . ., Cioma1 sSzdmokat. Mivel ezek az 7,141, ..., i+m+1 szadmokhoz
taroznak, az osztott differencia pozitivitdsahoz elegendé a kozénséges A™ ¢, differencia

pozitivitasat belatni. Ismeretes, hogy

m+1
Aerl L _1\k—1 m+1 )
¢=> (-1) L) Cik

k=0

Mivel cg =0, ¢, =c* %, k=1,...,n, az i > 0 esetben azt kapjuk, hogy

m—+1 )
AerlCi — Z (_1)k71 (m}«:l) Cnfsz
k=0
m—+1
= Y (m;rl)(—Tl)k (2.15)
k=0

= —c (1= = (et (1= 1) s 0,

c C

Ha viszont ¢ = 0, akkor

m+1

Amtle; = l;o(—l)k_l(mzjl)ck
el 1 (m+1 k
— ;;1(_1) - ( . )C”_
U TE T 2.16
_ kzo(—l)—(k)c”— 4 (2.16)
m+1

= ey (T e

c c

= 1= (1= 5™ = e i (e ()" >0

g

2.2. Tétel: Hac< L

5, €8 m + 1 pdros, akkor a ¢, c1, ..., ¢, sorozat valamennyi m + 1-

rendd osztott differencidja negativ.
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Bizonyitds: Hai > 0, akkor a (2.15) relacio utols6 sorabol leolvashat6, hogy A™¢; <

0. Ha viszont ¢ = 0, akkor a (2.16) és az (1 — ¢)/c > 1 relaciobdl kovetkezik, hogy

C

Amtle, = [1 — (ﬂ)mﬂ] < 0. (2.17)

t

Megjegyzés: Ha ¢ > %, akkor az i > 0 esetben A""l¢; pozitiv, illetve negativ, aszerint,
hogy m + 1 paratlan, vagy paros. Az i = 0 esetében azonban A™l¢; > 0, fiiggetleniil

attol, hogy m + 1 paratlan, vagy paros.

A tovabbiakban ismertetjiik modszeriinket, melyre tamaszkodva alsé és fels6 korlatot

adunk a (2.13) képlet bal oldan 4ll6 mennyiségre. Ehhez elgbb korlatokat adunk a

n

Z Crtp__ 1k (2.18)

=0 T1TQ...Tn

Osszegre, rogzitett ¢ esetén. A kivant korlatokat az e "'-vel vald szorzas, majd integralas
utéan kapjuk. Tegyiik fel, hogy m+1 paratlan és ismeretesek az 1. szakaszban értelmezett
S.. k=1,...,m mennyiségek. Tudjuk azt, hogy ha A;; jelenti a T'(x;) > t eseményt,
Jj = 1,...,n , tovabba ~, rogzitett ¢ esetén azoknak az A;; eseményeknek a szama,

amelyek bekoévetkeznek, akkor

E K?)} = S, k=0,...,n (2.19)

A (2.19) formula érvényességét illetGen 1. Prékopa (1995)kényvében a 6.2 szakaszt. A
(2.19) egyenldséghdl kovetkezik, hogy

Z(é) P =S, k=0,1,...n (2.20)

. T1TQ...Tn
=0

ahol ,S) = 1 definici6 szerint.

A (2.20) egyenlGségek szama n + 1, ugyanennyi a bal oldalon 4ll6 Gsszegben szerepld

valoszintiségek szdma is. A S, k=0,1,....,nésa p 1 ,i=0,1,...,n mennyiségek

T129...Tn

egyértelmiien meghatarozzak egymast. Ha azonban a (2.20) egyenldségeket csak a k =
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0,1,...,m esetekre irjuk fel, ahol m < n, akkor a ,S,, k£ = 0,1,..., m mennyiségek,

melyeket feltevésiink szerint ismeriink, mar nem hatarozzak meg egyérteliena p 1 |,

T129...Tn

1 =0,1,...,n valosziniiségeket. Ezért az utobbiakat valtozoknak tekintjiik és az adott
egyenlGségek és a valtozokra tett nemnegativitasi feltételek mellett minimalizaljuk, ill.
maximalizaljuk azt a célfiiggvényt, amelyet (2.18) hataroz meg, ha ott is valtozoknak
tekintjiik a valoszintiségeket. A jelolés egyszeriisitése érdekében a valtozdknak tekintett
.p__ 1 valoszintiségek helyett a tovibbiakban a vy szimbo6lumokat alkalmazzuk. Ily
mggzlz: ; (2.18) értékre vonatkozo also és fels6 becsléseket az alabbi linearis programozasi
feladat optimum értékei szolgéltatjak:

min(max) Y ¢;vy;
i=0

feltéve, hogy (2.21)

Z (,i)vti =,5,k=0,1,....m
v > 0,1=0,1,...,n.

A (2.21) feladat helyett egy valamivel kényelmesebb alaki feladatot irhatunk fel, ha a
S, k=0,1,...,m an. binomialis momentumok helyett attériink a , £ =0,1,...,m
hatvanymomentumokra. A (2.21) feladat egyenlGséges feltételeinek ekvivalens alakja a
kévetkez§

k

vy =, k=0,1,....m, (2.22)

Il
o

i

ahol 0° = 1, definici6 szerint, és

k
o= S(k5)j S k=0,1,...,m. (2.23)

=0
Az S(k,j) szamok az tn. Stirling szamok. Ezek értelmezését illetGen 1. Prékopa (1995,
154.0.) A (2.23) egyenl6ségek kis k értékekre kénnyen megadhatok a (2.19) formula

alapjan, ugyanis minden £ esetén fennall az



egyenlGség. Igy pl.

tﬂl t 1
= 2t52+tsl
= 6,5 +65 + 9.

t’LLQ
oy

A fentiek alapjan felirhatjuk a (2.21) feladatokhoz ekvivalens alabbi feladatokat.

n
min(max) Y ¢;vy
i=0

feltéve, hogy (2.24)

S ik = Moy k=0,1,...,m.
i=0
A (2.24) feladat tomorebb alakja a kovetkezd:

n
min(max) Y ¢;vy;
i=0

feltéve, hogy (2.25)

n
> vy = b
i=0
Vi 20, i:O,l,...,n,

ahol

a; = i2 s ’i:O,l,...,n

o
M= oo

tlLLm
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A (2.25) feladatra érényes a kovetkezs tétel.

2.3. Tétel: Ha a (3.1) dltal adott co,cy, ..., sorozatban, 0 < ¢ < 1 és m + 1 pdratlan,
akkor a (2.25) feladat dudl megengedett bdzisai, a bdzisindexekkel kifejezve, az aldbbi

sémdt kévetik:
man feladat 0,i,0+1,...,h,h+1

maz feladat 7,7+ 1,...,h,h+1,n.

Bizonyitds: A tétel a 2.1, 2.2 tételek és Prékopa (1990, 1995, 159.0ld) diszkrét mo-
mentum problémara vonatkoz6 dual megengedett bazis struktira tételébdl kovetkezik.

Itt felhasznalast nyer a ¢, ¢y, ..., ¢, sorozat osztott differencidinak pozitivitasa.

g

2.4. Tétel: Ha c < % és m + 1 pdros, akkor a (2.25) feladat dudl megengedett bizisai a

bdzisindexekkel kifejezve, az aldbbi sémdt kovetik:

man feladat 0,7,7+1,....h,h+1,n
mazx feladat 4,0+ 1,...,h,h+ 1.

Bizonyitds: A tétel érvényessége a 2.2 tételhez hasonldéan igazolhato.

O
Az m = 2 esetre vonatkozolag a 2.24 feladat alakja a kovetkezG:
min(max) Y ¢;vy
i=0
feltéve, hogy
Vo +0 + 02+ .. vy, =1 (2.26)

Ve + 200 + ...+ Ny, = M
v +4v + ..+ nPuy, = o
vy > 0,1=0,1,...,n,
ahol ,u, és ,u, a kordbban megadott képletek szerint hatarozhaték meg ,S, és .S, isme-

retében.
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A 2.3 tétel szerint a (2.26) feladat dual megengedett bazisai az alabbi tipusaak:

min feladat 0,7, + 1
max feladat j,j + 1,n.
Az m=3 esetben a (2.24) feladat alakja a kovetkezd:

n
min(max) > ¢;vy
i=0

feltéve, hogy

Vo +vg+ve+...+u, =1 (2_27)
Vi + 200 + ...+ Ny, = M
v +4vg + .+ 0P =
Vi 4 8y + ...+ 1y, = s
vy > 0,1=0,1,...,n,
ahol a i, ., hatvinymomentumok, a S, S, S binomidlis momentumok isme-

retében meghatarozhatok.

A 2.4 tétel szerint a (2.27) feladat dual megengedett bazisai az alabbi tipusaak:

min feladat 0,7,7+1,n
max feladat 4,7+ 1,5,7+ 1.

Ha a (2.25) feladat minimum és maximum értékeit L, és U, jelentik, akkor fennall az
alabbi relacié.

Lt < Z CitP__ 19 U

T1x2 -Tn
a (2.13) egyenl6ség fels6 soraban allo un. aktuarius jelenértékre pedig az alabbi also és

fels6 korlatokat kapjuk:

n

Je T Ldt < Y e fe Thp_w  dt < [ e Ut (2.28)
0 0

i=0 T1T9...Tm
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A korlatok numerikus meghatarozésa oly médon térténik, hogy minden ¢ esetén meg-
hatarozzuk azt a bazist, mely primal megengedett is, felirjuk az L;, ill. az U; optimum
értéket és elvégezziik az integralast arra az intervallumra, amelyben az adott bazisra a

primal megengedettség fennall.
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2.3. Az m-+}+1=3 esetre vonatkoz6 formulak

A (2.16) probléma az un.diszkrét momentumprobléma, rogzitett ¢ esetén. E feladat-
ban a valészintiségeloszlas tartéja a 0,1, ..., n halmaz, a célfiiggvényben pedig a ¢y = 0,
c; =c"' i=1,...,n egyiitthatok szerepelnek.

Ha az eloszlas tartéja a {zo, 21,..., 2, } halmaz, a célfiiggvény egyiitthatok pedig az
f(20), f(21), ..., f(2n) szdmok, akkor a feladat optimum értékei, vagyis a célfiiggvény
also és felsd korlatjai az alabbi egyenl6tlenségek formajaban oldhatok meg: (1. Prékopa

1995, 171 old.)

zizig1—(zitzig1) 1 +po flzo) — 202i41—(202i11— (Z0+Zz+1/—L1+/—L2 F(z)
(zi—20)(zi+1—20) (zi+1—2i)(zi—20) t

4 20%i= (z0+2i) 1 +p2 f( Z+1) <E [f(f)] < Zj+12n—(2j41+2n) 1 +p2 f(Z]) (2.29)

(zi41—2i)(Zi+1—20) (zj+1—2j)(zn—2j)

zjzn—(2j+2n) 1 +H2 zjzj11—(2j+zj41) 1 +Ho
— f(zi41) + f(z
(zj+1=2j) (zn—25+41) (2j+1) (zn—=2j11)(2n—25) (2n),

ahol 7 és j az alabbi egyenl6tlenségek révén hatarozhatok meg:

L= (2.30)
2y < B L g (2.31)

Ha ezt a mi esetiinkre specializaljuk, akkor a kévetkezé adodik

(D) = by i _ L= b nmicl < 1]
til = - H—lt S Z: mlxg...acn
(2.32)
< (G+Dn—(n+j+1) 1 + 1 i _ Jn—(n+j) 4 + 4 o 1+J(j+1)*(2j+1) by
— n—j (n—j-1) (n=j=1)(n—j) ’
ahol az 7 szamot az
i < o < (1) (2.33)
a j szamot pedig a
jn— ) <np— p <G+~ 1) (2.34)

egyenlGtlenségbdl hatarozzuk meg.
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Tegyiik fel, hogy a u és a u momentumok semmilyen ¢ > 0 esetén nem egyenlk.
Ha két momentum egyenls, akkor az eloszlas a {0,1} értékre koncentralodik. Ezt az
esetet tehat kizarjuk. Ekkor azonban a (2.33) altal meghatarozott ¢ # 0, ugyanis i = 0
esetén azt kapnank, hogy 1 < p, viszont tudjuk azt, hogy n > p,tehdt p = u
kévetkeznék.

A (2.34) egyenldtlenségbdl azonban kovetkezhet, hogy j = 0. Ha ez fennall akkor a
(2.32) egyenl6tlenségben "7 helyett 0 irando.

Jelolje I; a t értékeknek azt az intervalluméat, amelyet a (2.33) egyenlGtlenségek rog-
zitett ¢ esetén meghataroznak.Hasonloan értelmezziik (2.34) alapjan a J; intervallumot.
Ha a (2.30) egyenl6tlenségben mindeniitt szorzunk az e faktorral, majd a bal oldalon
integrdlunk az I;, a jobb oldalon pedig a J; intervallumon, végiil elvégezziik az i — re
(t=1,...,n)ésaj—re(j=0,1,...,n) vonatkozo Osszegezést, akkor a kapott dsszegek

alsé, illetve fels6 korlatai lesznek az évjaradék aktuarius jelenértékének, vagyis a

n o
n—l —rt dt
c € tP__1
T1TQ...Tn
=1 0

értéknek. A formuldk felirasatdl, azok bonyolultsdga miatt, eltekintiink. A moédszer

numerikus vizsgéilata is tovabbi feladat lehet.
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3. Egyiittes eloszlas konstrukcioja adott egydimenzi6s

peremeloszlasok esetén

Ha adottak a ¢ és ) diszkrét valoszintiségi valtozok eloszlasa, akkor megszerkeszthetd
az egyiittes eloszlasuk ugy, hogy a koztiik 1év6 korrelacié maximalis, illetve minimélis

legyen. Legyenek a & és n eloszlasai rendre

P=x)=py,i=1,...,m (3.1)
és
Célunk az, hogy a
P =z,n=uy) =pi,i=1,....mk=1,....n (3.3)

egyiittes valdszintiségeket tigy hatarozzuk meg, hogy a & és n valdszintiségi valtozok

kozotti kovariancia

m n

cov(&,m) =Y > wiyepa — M(E)M(n) (3.4)

i=1 k=1

maximalis, illetve minimalis legyen. Mivel a (3.3)képletben az

M(§) = szpz (3.5)
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M(n) = Zkak (3.6)

varhat6 értékek nem fiiggenek a p;;. egylittes valészintiségektsl, azért elég az aldbbi op-
timaliz4alasi feladatpart megoldani:

max(min) Z TiYiDik (3.7)

i=1 k=1

feltéve, hogy

n
szk:p“ izl,...,TTL
k=1

ok=q, k=1,....n
i=1

(3.8)

pzkzoa
1=1,...,m;
k=1,....n

Mivel nyilvanval6an teljesiil a

d_pi=2 a(=1), (3.9)

feltétel, azért a (3.5) feladat egy szallitasi feladat, amely altalanos alakja a kovetketd.

Legyen adott a
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Ci1  Ci2

Co1  Ca2

Cm1 Cm2

mxn-es matrix, tovibba legyenek

ap >0, ay >0,

by >0, by >0,

olyan szamok, melyekre teljesiil a

m n
Yoai= ) by
=1 k=1

feltétel, minimalizalandé

M=

ﬁ
Il
—
=~
Il
—

CikTik,

feltéve, hogy
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(3.10)
Cmn
A, Z 07
(3.11)
bn Z 07
(3.12)
(3.13)



ink:ai,izl,...,m,

e
Il
—

Tik :bk,k: 1,...,%, (314)

i=1

T >0i=1,... mk=1,...,n.

Ugyanezt megfogalmazhatjuk masképpen is, miszerint kitéltend6 egy mxn-es tabla

nem negativ x;, szamokkal oly médon, hogy

T11 | T12 Tin | Q1
To1 | T22 Ton | A2
Tml Tm2 Tmn A,
bl b2 bn

az egyes sorokban az elemek Osszege megegyezzék a tabla jobb oldalan, az egyes
oszlopokban az elemek Osszege megegyezzék a tabla aljan 1év6 megfelel a;, illetve by
szamértékekkel és a (3.13) szorzatGsszeg minimalis legyen. A fenti tablat szallitasi

tablanak, az a;, b, szdmokat pedig peremértékeknek fogjuk nevezni.

A nemzetl6zi irodalomban elérhet copulak attekitése utan a numerikus szamolasra,
a szallitasi feladatok modelljét valasztottuk. A szamitas alapjaul szolgilé adatokat
a Kozponti Statisztikai Hivatal:Demografiai Evkonyv-ének 2001-es évre vonatkozo
Magyarorszag férfi illetve ndi halandosagi tablajabol vettik (1. 1-2. Mellékletek).
Az elemi adatokat "a szazezer élvesziilottbél meghalt a jelzett életkorban (d,) oszlop
szolgaltatta. A vizsgalt személyel életkora esetiinkben 50, illetve 20 éves férfi, 40, illetve

18 éves né volt.
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Szallitasi probléma maximum feladatként.

maz y, Y. ¢ijTij, (3.15)
i=1j=1
feltéve, hogy
inj = ai,i = 1,...,TTL,
j=1

m
inj :bj,j = 1,...,%,
i=1

zy; > 0,0=1,...,m,g=1,....n, (3.16)
ahol
Zaz: ij
i=1 j=1

A szallitasi feladatokra ismert a kovetkezd tétel.

3.1. Tétel: (Risendorf tétel) Az északnyugati sarokmddszer szerint megengedett me-

goldds minden { a; }, {b; } sorozat esetén optimdlis, akkor és csak akkor, ha minden

1<i:<m-—1,

1<j<n-1

esetén fenndll az aldbbi eqyenlétlenség

Cij t Cit1j+1 2 Cij1 + Ciy1j (3.17)
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A mi esetiinkben

(3.18)

A maximalis korrelaci6 feladatat megoldja az északnyugati sarokmodszer, a minimélis
korrelacio feladatat pedig a délnyugati sarokmodszer (1. 3. — 8. Mellékletek).

Ez kévetkezik Riisendorf tételébsl. A mi esetiinkben c¢;, = x;y, ezért a 3.17 feltétel
teljesiiléséhez az sziikséges, hogy

Cij + Cit1,5+1 — Cij+1 — Citl,j
= ZTiYk + Tit1Yk+1 — TiYit1 — Tit1Yk (3.19)
=2 (Yr — Yit1) + Tiv1 (Yk+1 — Yr)

= (Tiy1 — ) Wh+1 — &) = 0

teljesiiljon. A biztositasi matematikiban a tialélési id6tartamok valdszintiségi modelle-

zésében x; =i,i=1,....més y, =k, k =1,...,n és ezekre teljesiil a (3.19)feltétel.

Az aktuérius jelenérték feladathoz legyenek a c; ¢y, 1, ¢, c3, ¢4 értékek a kévetkezdk:

1 1 1 1
025; co =0, 01:§7 02217 03257 cg =1 (3.20)

Ekkor az aktuarius jelenértékre also és fels6 korlatot adé aggregalt linearis programo-
zasi feladatok az alabbiak:
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Aggregalt modell:

min(maz)(§v1 + $v2 + 303 + vy)

vg +U1 +v9 +vs +vy = 1(: So)
(%1 +2U2 +3’l)3 +4’U4 = Sl
(%] +3’l)3 +6v, = S2

Mivel rendelkezésiinkre allnak az egy és kétdimenzios peremeloszlasok valészintiségei,
azért miel6tt az S; és Sy értékekbe aggregalnank azokat, felirhatjuk a (3.21) linearis
programozasi feladatoknak megfelels, tgynevezett diszaggregalt linearis programozasi
feladatokat is. Ezek optimalis megoldasai varhatéan sokkal jobb alsé, illetve felsé korlatot

fognak adni az aktuarius jelenértékre.
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Diszaggregalt modell:

min(maz) (gt +gts +its +gts +its +its +itr

to 4+t +ito
t
12

+t3

+t4

12}

+t5  +te  +ir
+t5 +t6 +t7
+t5

+t7

le

+its +itg +1itig
+t8 ‘|‘t9 +t10
+tg g
+is +t10
+tg  +tio
ls
Ly
t1o
i=0,1,... 15.

+3t11
+t11
+t11
+t11
+t11

+t11
+t11

+t11

+3t1
12
1o
12

+t19
4119

4119

4119

+3t13
+t13
+t13

+113
+t13

+t13
+113

+t13

+3t14
+t14

+t14
114
+t14

+t14
114
+t14

+t15)
+t15
+t15
+t15
+t15
+t15
+t15
+t15
+t15
+t15
+t15
+t15



A fiiggetlen esetben Si-en és Sy-n tul S3 és S, is szamolhat6, hiszen minden k-ra

k=1,....4

1<i1<...<ip<n 1<i1<...<ip<n

Ezért a
Vg +V1  +U2 +v3 +v4 =1
v 20 +3vz vy =5

(%) +3U3 +6U4 :SQ (3 24)

vy +4vy =53

Uy =Sy

linearis egyenletrendszer egyetlen megoldasara sziikségképpen teljesiilni kell a
v; > 0, ¢ = 0,1,...,4 nemnegativitasi feltételeknek, és az ezekkel az értékekkel

szamitott Lv, + Lvy + v + v, érték pontosan egyenls lesz az aktuarius jelenértékkel.
3 4 2 g

Az aggregilt és a disszaggregélt feladatok valamint a fiiggetlen eset eredményeit
tablazatba foglaltuk. A tablazatokbol leolvashatd, hogy a minimalis korrelacié alsé és
fels6korlatjai a 28. sor utan mar nem szamithatok, hiszen ezek az étékek az életkorokbol

adédnak.

Az aggregalt modell éles alsé és felsg korlatokat adott a minimum korrelacio6 esetében,

a maximum korrelacé alsé és fels korlatjai eltérést mutatnak.
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7. tdblazat: Az aggregalt modellek eredményei

T || Max. korr. | Max. korr. | Min. korr. | Min. korr. | Fliggetlen eset
also hatar | fels6 hatar | als6 hatar | fels6 hatar | pontos érték
1 0,992537 0,992890 0,991832 0,991832 0,991843
2 || 0,984628 0,985364 0,983158 0,983158 0,983203
3 || 0,976285 0,977436 0,973983 0,973983 0,974093
4 || 0,973298 0,974900 0,970094 0,970094 0,970265
5| 0,964065 0,966155 0,959883 0,959883 0,960185
6 || 0,954351 0,956972 0,949107 0,949107 0,949588
7 0,944135 0,947332 0,937739 0,937739 0,938459
8 || 0,933419 0,937241 0,925774 0,925774 0,926800
9 || 0,922194 0,926688 0,913207 0,913207 0,014617
10 || 0,910436 0,915645 0,900019 0,900019 0,901902
11 || 0,898113 0,904081 0,886176 0,886176 0,888632
12 || 0,885224 0,891996 0,871681 0,871681 0,874819
13 || 0,871779 0,879396 0,856544 0,856544 0,860486
14 || 0,857769 0,866286 0,840734 0,840734 0,845617
15 || 0,843183 0,852673 0,824202 0,824202 0,830185
16 | 0,827994 0,838560 0,806863 0,806863 0,814139
17 || 0,812235 0,824012 0,788680 0,788680 0,797480
18 || 0,795938 0,809089 0,769634 0,769634 0,780230
19 || 0,779090 0,793799 0,749672 0,749672 0,762379
20 || 0,761631 0,778096 0,728703 0,728703 0,743886
21 || 0,743470 0,761898 0,706616 0,706616 0,724697
22 || 0,724534 0,745137 0,683328 0,683328 0,704785
23 || 0,704814 0,727816 0,658810 0,658810 0,684180
24 || 0,684348 0,709984 0,633074 0,633074 0,662956
25 || 0,663212 0,691736 0,606164 0,606164 0,641220
26 || 0,641511 0,673186 0,578162 0,578162 0,619114
27 || 0,619275 0,654373 0,549078 0,549078 0,596712
28 || 0,597015 0,635808 0,519429 0,519429 0,574509
29 || 0,574678 0,617250 n.a. n.a. 0,552488
30 || 0,552198 0,597356 n.a. n.a. 0,530629
31 || 0,529504 0,577319 n.a. n.a. 0,508911
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7. tablazat: (folytatas)

T || Max. korr. | Max. korr. | Min. korr. | Min. korr. | Fliggetlen eset
also hatar | fels6 hatar | als6 hatar | fels6 hatar | pontos érték
32 || 0,506569 0,557115 n.a. n.a. 0,487358
33 || 0,483408 0,536757 n.a. n.a. 0,466031
34 || 0,460050 0,516270 n.a. n.a. 0,444997
35 || 0,436533 0,495692 n.a. n.a. 0,424319
36 || 0,415456 0,475067 n.a. n.a. 0,404047
37 || 0,397229 0,454165 n.a. n.a. 0,383997
38 || 0,379196 0,433706 n.a. n.a. 0,364755
39 || 0,361415 0,413778 n.a. n.a. 0,346350
40 | 0,343924 0,394446 n.a. n.a. 0,328780
41 || 0,326758 0,375770 n.a. n.a. 0,312026
42 || 0,309930 0,357784 n.a. n.a. 0,296046
43 || 0,293450 0,340507 n.a. n.a. 0,280780
44 || 0,277305 0,323925 n.a. n.a. 0,266156
45 || 0,261474 0,308001 n.a. n.a. 0,252098
46 0,245941 0,292698 n.a. n.a. 0,238542
47 || 0,230713 0,278001 n.a. n.a. 0,225450
48 0,215834 0,263942 n.a. n.a. 0,212825
49 || 0,201377 0,250585 n.a. n.a. 0,200694
50 || 0,187451 0,238046 n.a. n.a. 0,189115

Igen szép eredményt adott a diszaggregalt modell. A maximum korrel4ci6 és a mini-

mum korrelacié estében is éles als6 és fels6 korlatokat kaptunk.

8. tablazat: A diszaggregalt modellek eredményei

T || Max. korr. | Max. korr. | Min. korr. | Min. korr.

alsé hatar | felsG hatar | also hatar | fels6 hatar

0,992708 0,992708 0,991832 0,991832
0,984993 0,984993 0,983158 0,983158
0,976864 0,976864 0,973983 0,973983
0,974115 0,974115 0,970094 0,970094

=N | =
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8. tablazat: (folytatas)

T || Max. korr. | Max. korr. | Min. korr. | Min. korr.
als6 hatar | fels6 hatar | alsé hatar | fels6 hatar
51| 0,965142 0,965142 0,959883 0,959883
6 || 0,955711 0,955711 0,949107 0,949107
71 0,945804 0,945804 0,937739 0,937739
8 || 0,935424 0,935424 0,925774 0,925774
9| 0,924565 0,924565 0,913207 0,913207
10 || 0,913204 0,913204 0,900019 0,900019
11 || 0,901309 0,901309 0,886176 0,886176
12 || 0,888872 0,888872 0,871681 0,871681
13 || 0,875899 0,875899 0,856544 0,856544
14 || 0,862378 0,862378 0,840734 0,840734
15 || 0,848301 0,848301 0,824202 0,824202
16 || 0,833652 0,833652 0,806863 0,806863
17 || 0,818467 0,818467 0,788680 0,788680
18 || 0,802787 0,802787 0,769634 0,769634
19 || 0,786600 0,786600 0,749672 0,749672
20 || 0,769850 0,769850 0,728703 0,728703
21 || 0,752452 0,752452 0,706616 0,706616
22 || 0,734332 0,734332 0,683328 0,683328
23 || 0,715486 0,715486 0,658810 0,658810
24 || 0,695952 0,695952 0,633074 0,633074
25 || 0,675813 0,675813 0,606164 0,606164
26 || 0,655180 0,655180 0,578162 0,578162
27 || 0,634084 0,634084 0,549078 0,549078
28 || 0,613037 0,613037 0,519429 0,519429
29 || 0,591992 0,591992 n.a. n.a.
30 || 0,570897 0,570897 n.a. n.a.
31| 0,549698 0,549698 n.a. n.a.
32 || 0,528379 0,528379 n.a. n.a.
33 || 0,506964 0,506964 n.a. n.a.
34| 0,485490 0,485490 n.a. n.a.
35| 0,464009 0,464009 n.a. n.a.
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8. tablazat: (folytatas)

T || Max. korr. | Max. korr. | Min. korr. | Min. korr.
als6 hatar | fels6 hatar | alsé hatar | fels6 hatar

36 || 0,442576 0,442576 n.a. n.a.

37 0,421013 0,421013 n.a. n.a.

38 || 0,399953 0,399953 n.a. n.a.

39 || 0,379490 0,379490 n.a. n.a.

40 || 0,359698 0,359698 n.a. n.a.

41 0,340639 0,340639 n.a. n.a.

42 || 0,322337 0,322337 n.a. n.a.

43 || 0,304793 0,304793 n.a. n.a.

44 || 0,287969 0,287969 n.a. n.a.

45 || 0,271798 0,271798 n.a. n.a.

46 0,256202 0,256202 n.a. n.a.

47 || 0,241113 0,241113 n.a. n.a.

48 || 0,226503 0,226503 n.a. n.a.

49 0,212385 0,212385 n.a. n.a.

50 || 0,198832 0,198832 n.a. n.a.

2 2

A kovetkezd abrakon Gsszehasonlitjuk a maximalis paronkénti korrelaciok, a minimélis
paronkénti korrelacidk esetére és a fiiggetlen esetre az aggregalt és a diszaggregalt model-
lekkel kapott eredményeket. A 11. 4dbra a maximalis paronkénti korrel4cidk esetére adja
meg az aggregilt modell 4ltal nyert alsé és fels6 korlatok, valamint a diszaggregalt modell
altal nyert pontos értékek grafikonjait. A 12. abra ugyanezeket adja meg a minimalis
paronkénti korrelaciok esetére, mely esetben azonban mar az aggregalt modell eseté-
ben is egyenlSk az alsé és fels6 korlat értékek, vagyis az abra egyetlen grafikon képét
mutatja. A 13. abra a fiiggetlen eset pontosan kiszamithato értékeinek a grafikonjat
adja meg. Végiil a 14. 4bran jol 6sszehasonlithaté a minimélis paronkénti korrelacidk,
a maximalis paronkénti korrelaciok esetére, illetve a fiiggetlen esetre nyert grafikonok
menetei. Ameddig szamithatok a minimalis paronkénti korreliciok esetére vonatkozd
értékek, addig ennek az esetnek a grafikonja halad a legalacsonyabban, ezt kdveti a

fiiggetlen eset grafikonja és csak azutan kovetkezik a maximélis paronkénti korrelacidok
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esetének megfelel§ grafikon. Teh4t, amint arra szamitani lehetett, a minimé4lis és ma-
ximélis paronkénti korrelaciok esetére szamitott aktuarius jelenérték grafikonok mintegy

kozrefogjak a fiiggetlen esetre szamitott hasonlo grafikont.

1,200000
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0,800000 -

0,600000 -

0,400000 -

0,200000 -

0,000000 L e e
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46

----- aggregalt modell als6 korlatja
— — — aggregélt modell felsé korlatja
diszaggregalt modell (pontos érték)

11. dbra. A maximélis paronkénti korrelaciok esete
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12. 4bra. A minimélis paronkénti korrel4ciok esete
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13. abra. A fiiggetlen eset
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1,000000 +
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0,400000 -

0,200000 -

0,000000 T T
1 6 11 16 21 26 31 36 41 46

— — —a maximalis korrelaciék esete
----- a minimalis korrelaciok esete

a flggetlen eset

14. abra. A minimélis paronkénti korrel4ciok, a maximalis paronkénti korrelaciok és a

fiiggetlen eset Osszehasonlitasa
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A 9. tablazat a maximalis paronkénti korrelaciékbol dsszeallitott korrelacios matrixot
mutaja. Ennek a sajatértékei rendre 3,948340; 0,048197; 0,002802 és 0,000657, tehat az

Osszedllitott matrix pozitiv definit.

9. tablazat: A maximaAlis korrelacick méatrixa

50 40 20 18
50 | 1,000000 0,972732 0,988716 0,957022
40 | 0,972732 1,000000 0,993589 0,996325
20 | 0,988716 0,993589 1,000000 0,988095
18 | 0,957022 0,996325 0,988095 1,000000

A 10. tablazat a minimé&lis paronkénti korrelaciokbdl Gsszeéllitott ,korrelacioés” mat-
rixot mutaja. Ennek a sajatértékei rendre 1,991450; 1,267440; 1,172980 és -0,431862,
tehat az Osszedllitott matrixra sajnos nem teljesiil a pozitiv szemidefinitség, ami azt
jelenti, hogy a paronkénti minimalis korrelacidkkal el6allitott kétdimenzids peremelosz-
lasokbol nem 4ll el6 valédi négydimenzios eloszlas. Ezért a paronkénti minimélis korrela-
ciok esetére nyert eredményeket csak fenntartassal szabad tekinteni. Ezen a problémén
gy lehetne segiteni, hogy valamilyen értelemben minimalis korrel4dcidékkal bird négydi-

menziés egyiittes eloszlast kellene el6allitani, ezt azonban ebben a disszertacioban nem

tessziik meg.

10. tablazat: A minimAlis korrelacick matrixa

50 40 20 18
50 | 1,000000 -0,959192 -0,466836 -0,448711
40 | -0,959192  1,000000 -0,289014 -0,271188
20 | -0,466836 -0,289014 1,000000 -0,266316
18 | -0,448711 -0,271188 -0,266316  1,000000
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Osszefoglalas

A dolgozatban a valoszintiségelméleti fogalmak, statisztikai modszerek és a sztochasz-

tikus folyamatok elméletének Prékopa Andras altal javasolt alkalmazéasat dolgoztuk ki.

A dologozat els6 fejezetében sorosan és parhuzamosan kapcsolt elemekbdl felépiils
rendszerek miik6dési idejének varhaté értékére adtunk als6 és fels6 korlatot. E kor-
latok alkalmazasat az tette sziikségessé, hogy bonyolult, nagy rendszerek esetében a
miikodési id§ varhato értéke nem szamithaté ki numerikusan. A korlatok meghataro-
zasakor a diszkrét momentum problémaéval kapcsolatos eredményekre tdmaszkodtunk.
Az els6 fejezet negyedik szakaszaban egy vasitkozlekedési alkalmazast mutattunk be.
Az ebben a szakaszban ismertetett miiszaki rendszer se nem soros, se nem parhuzamos,
mégis alkalmazhatok voltak ra az els6 fejezet eredményei. Ezt azzal lehetett elérni, hogy
a kezdGpontbol a végpontba vezets utak ,soros” rendszerét egymaéssal ,parhuzamosan”
tekintve, ez utébbi parhuzamos rendszerre alkalmazni lehetett a fejezetben ismertetett
also és felsG korlat szerkesztési modszereket. Az els fejezet Gt6tik szakaszdban egy varosi

kozlekedési alkalmazéast mutatok be.

A maésodik fejezetben a csoportos életbiztositasi aktuarius jelenérték kiszamitasdhoz
a csoportban szerepl§ egyének élettartamait a szakirodalomban altaldban fiiggetlen valé-
szintiségi valtozoknak tekintik. A valésagban azonban az élettartamok igen gyakran szto-
chasztikusan Osszefiigg6knek bizonyulnak és a tényleges egyiittes eloszlassal szamitott
aktuarius jelenérték jelent&sen eltérhet attol az értéktél, amit a fiiggetlenség feltétele-
zésére tamaszkodva nyeriink. Dolgozatunkban médszert adtunk a jelenérték alsé és fels6
korlatainak szamitasara, mikzben az élettartamok kdrében csak kis szamiu val6szintiségi
valtozd eggyiittes eloszlasanak ismeretét tételeztiik fel. A korlatok a binomiélis mo-
mentumproblémakra tamaszkodva voltak nyerhet6k. A dolgozat mésodik és harmadik
fejezete a valoszintliségszamitas, a statisztika és a sztochasztikus folyamatok eszkézrends-

zerének biztositdsmatematikai felhasznilasat mutatta be.
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Summary

The effort in the dissertation was the application of the probability theory, statistical

metods and theory of stochastical processes as they were suggested by Andréis Prékopa.

Lower and upper bounds for the expected time to failure of series - parallel systems
are presented. In this dissertation the bounds are necessitated by the fact that in case of
large systems the above-mentioned value cannot be calculated exactly, in general. The
bounds are obtained by the use of the discrete moment problem. In the fourth section of
the first chapter an application for the railway transportation is presented. The technical
system in this case is neither series nor parallel, however the results of the first chapter
can be applied for it. The idea is that the serial system of the pathes from the original
node to the final node can be ragarded in parallel way and the lower and upper bounding
techniques can be applied in the latter case. In the fifth section of the first chapter an

urban traffic application is presented.

For the calculation of the actuarial present value of group life insurance it is usually
assumed that the lifetimes of the individuals are independent random variables. In rea-
lity, however, they are frequently stochastically dependent and the real actuarial present
value may be significantly different from that computed on the basis of independence. In
this dissertation we present a method to obtain lower and upper bounds for the actuarial
present value, where we use the joint distributions of only a few of random variables.

The bounds are obtained by the use of the binomial moment problem.

The application of the ensemble of systems of probability, statistics and stochastic

processes on the sphere of actuarial matamatics is presented in the dissertation.
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Ko6szonetnyilvanitas

Kedves kotelességemnek teszek eleget, amikor koszdnetemet fejezem ki témavezetGmnek
Baké Andrasnak, aki a kozlekedési alkalmazasok lehetGségeire rairanyitotta a figyelme-
met és szakmai tanicsokkal latott el annak kidolgozasa soran.

Koszonettel tartozom Prékopa Andréas akadémikusnak, az évek soran nyujtott szamtalan
szakmai tanacsért, az oktatésért, a sok id6ért és energiért, a kitartd segitségért.
Szantai Tamas oktatémnak a lelkiismeretes felkészitésért, a szamtalan konzultaciéért,
mellyel a Doktori Iskolaval jaro feladatokat végigvihettem.

Fabian Csaba oktatomnak, aki a kotelez6 kurzuson kiviil a szadmitastechnikiban és a
TEX program alkalmazasiban id&ét és energiat nem szdmolva minden esetben segitsé-
gemre volt. K&szoném a lankadatlan biztatésat is.

Végiil csaladomnak, akik munkiamat mindvégig szeret§ tamogatassal kisérték s elfo-

gadtak, hogy tobb éven at kevesebb id6m maradt rajuk.
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