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1. fejezet

Bevezetés

Egy XXI. szdzadi véllalat a miikbdése soran szinte minden teriileten optimalizalasi probléméaval
taldlja magat szemben. A raktdrozas, szallitds, beruhdzds, ad6zas sordn példaul a kovetkezd

kérdések meriilhetnek fel:

e milyen id6kozonként és mennyit rendeljiink egy adott alapanyagbdl, hogy a gyér

sziikségletei ki legyenek elégitve és a raktarozas koltsége minimalis legyen;

e milyen utvonalon széllitsuk el a megrendel6hdz az arut, hogy a szallitdsi koltség mi-

nimalis legyen;
e hova épitsiik a kovetkezd gyarat, hogy a megtériilési 1d6 minimalis legyen;

e milyen formédban adjunk a dolgozéknak bért, hogy a vallalat altal fizetett adé minimalis

legyen?

Kutatdsaim sordn én egy, az litemezés teriiletérdl szarmazé optimalizacids probléméaval fog-
lalkoztam, melyben munkak valamely szempont szerinti optimédlis sorrendjét kell meghatarozni
egy gydrtosoron.

A gyarakban a termelési rendszerek az id6k folyaman, részben a vevok igényeinek véltozasa
miatt is egyre bonyolultabb termékek megjelenésével jelent6sen atalakultak. Amig egy termék
el6allitdsa csak egy (vagy néhdny) mivelet elvégzését igényelte, addig a temékeket egyetlen
gép vagy munkds 4llitotta el6. A termelés hatékonysdgénak novelése érdekében sok esetben
tobb ugyanolyan gépet is bedllitottak az iizembe, melyek egymds mellett pirhuzamosan dol-
goztak. Amint a gyartandé termékek eldallitisahoz egyre tobb miiveletet kellett elvégezni,
ugy valt ez a modszer egyre inkdbb hasznélhatatlanna. Sok mivelet elvégzését igényld termék
Osszeszerelésénél tobb parhuzamos gépet alkalmazva az egyik probléma a kovetkezd: mivel
mindegyik gép elvégzi az dsszes miiveletet, ezért mindegyik gépnél sziikség van az Osszes al-
katrészre, illetve eszkozre, melyet az 6sszeszerelés soran haszndlnak. Ennek a biztositdsa azon-

ban az iizemek mérete miatt nem lehetséges. Igy a tomegtermelésben az azonos 0sszeszerelési
6
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miiveleteket igényld, Osszetett termékek eldallitasara megjelentek a gyartosorok. A gydartésorok
mentén vannak a munkaallomasok, ahol az 0sszeszerelés egy (vagy néhdny) miveletét végzik
el emberek vagy robotok. A gyartésor mentén tehat az egyes allomésok lényegében sorosan
vannak kapcsolva; egy adott gép csak akkor végezhet el egy miiveletet egy munkadarabon,
ha a munkadarabot mar megmunkaltuk az adott gépet megel6z6 gépen. Képzeljiik el, hogy
egy termék eldallitasat egy gyarban egyetlen gép végzi. Ekkor ha a gép meghibasodik, ak-
kor a gydarban teljesen ledll a termelés. Ezzel szemben ha egy gyartdsoron az egyik gép el-
romlik, akkor a soron az 6t megel6zd gépek tovabb dolgozhatnak, mig a soron utdna jovo
gépek is tovabb tudnak addig dolgozni, amig van megmunkdéldsra var6 munkdjuk. Gyartosorok
haszndlatdnak masik nagy eldnye példaul az egygépes eldallitishoz képest, hogy novelni lehet
az idGegység alatt eldallitott termékek szamat. Tegyiik fel példaul, hogy van egy munkank,
amely 2 miiveletbdl all; mindkét miivelet elvégzési ideje 1 1d6egység. Ha egy géppel csindljuk
mindkét miiveletet, akkor 2 terméket 4 1d6egység alatt lehet eldéllitani. Ellenben ha egy két
gépes gyartosort hasznalunk, ahol az els6 gép végzi az els6 miveletet, a misodik gép pedig a

masodik miiveletet, akkor 3 id6egység alatt el6 tudunk éllitani 2 terméket.

1.1. Motivaciok és célok gyartosorok miikodésének matema-

tikai modellezéséhez

Egyetemi éveim sordn az ELTE matematikus szakdn negyed, illetve 6todévben kiilonféle
operaciOkutatdssal kapcsolatos targyakat hallgattam. Az optimalizéldssal kapcsolatos
érdekl6désem a kés6bbiekben is megmaradt. A Széchenyi Istvan Egyetem oktat6jaként két ipari
projektben is részt vettem, melyekben a gydartas teriiletérdl szarmazo feladatokat kellett megol-
danunk. Az egyik projektben egy miipadlogyéartassal foglalkozé cég egyik lizemében a termelés
optimalizdsa volt a feladatunk. A munka sordn azt tapasztaltuk, hogy a napi gyartds menetét
egyetlen mérnok hatdrozta meg a kordbbi tapasztalatai alapjan Excel tdblazatok segitségével.
A projekt sordn kifejlesztettiink egy viszonylag egyszerii heurisztikat, melynek a segitségével a
gyar jelentds megtakaritdsokat ért el. Késbb egy TAMOP projekt keretén beliil a gyartésorok
titemezésével kezdtem foglalkozni. A témakor attekintésekor kideriilt, hogy a nagyvallalatok
a termelésiitemezési problémak megoldasara kiilonboz6 szimulacids szoftvereket alkalmaznak.
Az egyik ilyen gyakran hasznalt szoftver a Technomatics Plant Simulation [5]. Ezekben a
szoftverekben altalaban felépithetd a gydrtasi folyamatok egy szimulaciés modellje. A szoftve-
rek tartalmaznak tovadbba valamilyen beépitett optimalizal6 eljardst (genetikus algoritmus, szi-
mulalt hiités), melyek az optimalizicié sordn a szimuldcids modellt hasznéljak a célfiiggvény
kiértékelésére. Mivel a beépitett eljardsok heurisztikdk, ezért ilyen modon altaldban nem az op-

992 499

timalis megoldast, hanem egy ahhoz kozeli ”’j6” megoldast kapunk. A kutatasom célja éppen az
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volt, hogy olyan eljarast taldljak, mely megadja az optimélis megoldast szimulacié hasznalata
nélkiil. Ehhez kétszintli modellezést alkalmaztam. Eldszor is az ipari termelés sajatossdgainak
figyelembevételével megadtam a gyartésorok optimalizdldsdnak tobb j matematikai modelljét.
Ezt kovetden ezen matematikai modelleknek kiilonféle matematikai programozasi modelljeit
adtam meg, melyeknek az optimdlis megoldasat erre alkalmas szoftverekkel kaphatjuk meg.
Mint a disszertdcioban majd latni fogjuk, ezzel a mddszerrel sikertilt két ipari feladat op-
timélis megoldasat kevesebb, mint 10 perc alatt meghatarozni, tehét az 4j modellezési eszk6zok
segitségével akar ipari feladatokat is megoldhatunk. Természetesen az ipari feladatok méretébol
adédoan nem varhatjuk, hogy ezzel a mdodszerrel minden feladat optimélis megolddsat rovid
1d6n beliil megkaphatjuk, ugyanakkor az ) modellezési eszkdzok segitséget nyudjthatnak mas

tipust médszerek (példaul heurisztikdk) kiértékelésében.

1.2. A kutatas modszertani ismertetése

A kutatdsom sordn el6szor atnéztem a gyartésorok modellezéséhez kapcsol6dd szakirodal-
mat. Ezutdn az altalam modellezni kivant gyartésor miikodését legjobban leiré permuticios
flow shop feladatndl attekintettem a kiilonboz6 egzakt, illetve heurisztikus modszereket.
Megallapitottam, hogy az ipari termelés szdmos sajatossagat a klasszikus permutécids flow
shop feladat nem veszi figyelembe, ezért 1) feladattipusokat definidltam. Felhaszndlva az iroda-
lombdl kordbban ismert eredményeket, mindegyik 1j feladattipusnak megadtam tobbféle vegyes
egészErtéki linearis programozasi (MILP) modelljét.

A modellek validdldasahoz és Osszehasonlitdsdhoz Uj tesztkészleteket hoztam 1étre. Az uj
MILP modelleket tobbféle szempont szerint is 0sszehasonlitottam. A kis méreti tesztfelada-
toknal, melyeknél a modellek segitségével megkaptuk az optimalis megoldast, a modelleket
Osszehasonlitottam a futasid6k alapjan, mig a nagy méretd feladatoknal a modelleket a meg-
oldasuk soran kapott célfiiggvényérték, illetve alsé korlat alapjén vetettem 6ssze. A modellek-
nek egy tesztkészleten egy adott szempont szerinti dsszehasonlitdsahoz haszndlt egyik fontos
mérészam a modellek atlagos rangja volt. A rangok szamitdsandl holtverseny esetén a kovet-
kezOképpen jartam el: ha egy feladatnal egy adott szempont szerint 2 (vagy 3) modell holtver-
senyben allt az 7. és (i+1)-edik (i., (i+1)-edik, (i+2)-edik helyen), akkor mindkét (mindharom)
modell rangjat (2¢ + 1)/2-nek ((3¢ + 3)/3-nak) vettem. Ezzel a médszerrel minden feladatnal
a modellek rangjanak osszege k(k + 1)/2 lett, ahol k a modellek szamat jeloli.

1.2.1. A futtatasi kornyezet

A vegyes egészErtéki linedris programozasi modelleket a tesztelés soran a GAMS [86] model-

lez6 nyelven irtam le, majd a CPLEX 12.3 [24] segitségével oldottam meg Oket. A futtatds

8
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soran a CPLEX alapbedllitasait haszndltam a kovetkez6k kivételével. Mivel gyakorlati fel-
adatok sordn az optimadlis litemezés megadasara korlatozott id6 4ll csak rendelkezésre, ezért a
CPLEX-ben a futdsid6 hosszat 10 percben maximalizaltam. Ezen kiviil, mivel a CPLEX-ben le-
hetséges a parhuzamos futtatas, ezért a determinisztikus parhuzamos futtatds opciot hasznaltam
4 thread segitségével. A futtatdsokat egy Intel Xeon E31225 3.1 GHz-es 4 GB RAM-mal fel-

szerelt szamitégépen végeztem el.

1.3. A disszertacio felépitése

A disszertacié a kovetkezd felépitést koveti. A 2. fejezetben bemutatom a gyartosorok
litemezési problémadit, illetve az Gket leir6 matematikai modelleket, majd roviden ismerte-
tem a szakirodalombdl ismert legfontosabb megoldé moddszereket. Az Uj eredményeimet a
disszertacio 3., 4., 5. és 6. fejezete tartalmazza. A 3. fejezet az ismétlodd permutacids flow
shop feladattal foglalkozik. A 4. fejezet a specidlis ismétl6dd permutécids flow shop feladatrdl
sz0l. Az 5. fejezetben a palettdkat és véges puffert tartalmazé ismétl6dé permuticids flow
shop témakorét taglalom. A 6. fejezetben a lot méretet, palettikat és véges puffert tartal-
maz06 ismétlods permutacios flow shop feladat MILP modelljeit mutatom be. A 7. fejezetben a
disszertaci6 eredményeit 6sszegzem, mig a 8. fejezet tartalmazza a téziseimet. Az 1. és 2. tézis
eredményeit a 3. fejezet, a 3. tézis eredményeit a 4. fejezet, a 4. tézis eredményeit az 5. fejezet

tartalmazza.
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2. fejezet

Gyartosorok, iitemezési problémaik és

megoldasi modszereik

2.1. Gyartosorok iitemezési problémai

Az ipari termelés sordn egy termék eldéllitasdhoz sok esetben egy munkadarabon/félkész
terméken kell egymds utdn kiilonb6z6 miveletek elvégezni (a miiveletek elvégzési sorrendje
ismert). Hasonl6 tipusd termékeknél (pl. kiilonboz$ tipusi motorokndl) az elvégzendd
miveletek és azok sorrendje is megegyezhet. Ilyen esetekben az egyes miveletek elvégzése
torténhet egy gyartdosor mentén. A gyartosor mellett vannak a munkadllomasok, ahol egy
vagy tobb mivelet gépi vagy emberi végrehajtasa torténik. A gyartdsorra feltett munkadara-
bokon mindegyik dllomdson elvégzik az el6irt miiveleteket, majd a munkadarab tovdbbhalad
a gyartésoron a kovetkezd dllomdasra. Miutdn egy munkadarabot az utolsé éallomdson is
megmunkaltak, az elkésziilt termék lekeriil a gyartosorrol. Ha adott egy gydrtésor és meg-
munkaladsra var6 munkadaraboknak egy halmaza, akkor a célunk annak a meghatarozésa, hogy
az egyes munkadllomasokon milyen sorrendben munkéljuk meg a munkadarabokat, hogy va-
lamilyen célfiiggvény szerint az iitemezés optimdlis legyen. A kovetkezd két részben ezt az
titemezési feladatot megfogalmazzuk egy matematikai feladatként, majd felsorolunk néhany

lehetséges célfiiggvényt.

2.1.1. A flow shop probléma (FSP)

Ha a gyartésoron egy dllomédson a megmunkalds sordn vagy utdn a munkadarabot leveszik
a sorrdl és csak akkor rakjdk vissza amikor a kovetkezd allomasra kiildik tovabb, akkor
el6fordulhat, hogy egy ¢ munkadarabot egy dllomason elébb kezdiink el megmunkélni, mint
egy 7 munkadarabot, mégis a kovetkezd allomdson a j munkadarabot munkaljuk meg el6bb,

mint az ¢ munkadarabot (’el6zés”). Ebben az esetben az iitemezési feladat egy flow shop
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problémaként (FSP) fogalmazhaté meg.

A flow shop probléma: Adott M gép és N munkadarab. Mindegyik munkadarabot meg kell
munkélni az 0sszes gépen. A megmunkdldsok sorrendje minden munka esetén ugyanaz: min-
den munkét el6szor az elsé gépen, majd a masodikon, stb. kell megmunkalni. A munkdk
megmunkalasi sorrendje a kiilonbozd gépeken eltérd is lehet. A standard FSP a kovetkez6

feltételeket tartalmazza:

e minden gép folyamatosan rendelkezésre all a 0 idSponttol kezdve;
e minden munkadarab rendelkezésre all a 0 id6pontban;

e cgy gépen egyszerre csak egy munkadarab munkdlhaté meg;

e cgy munkadarab egyszerre csak egy gépen munkalhaté meg;

e a mundarabokat megszakitas nélkiil kell megmunkdlni a gépeken;
o két gép kozott tetszbleges szamu munkadarab vdrakozhat;

e a munkadaraboknak ismert a gépeken val6 megmunkalasi idejiik;

e a gépek kozt a munkadarabok széllitasi idejét elhanyagoljuk vagy beleszamitjuk a meg-

munkaldsi idSbe.

Mivel az egyes gépeken a munkadarabok sorrendje eltérhet, ezért az FSP-ben a feladat az,
hogy minden gépre mondjuk meg, hogy milyen sorrendben munkéljuk meg rajta a munkada-
rabokat, €s azt is, hogy mikor kezdjiik el a munkadarabok megmunkalasét az egyes gépeken.
Mivel egy adott gépre V! sorrendben rakhatjuk fel a munkadarabokat, és 6sszesen M gép van,

ezért az Osszes lehetséges litemezések szama (N!)M.

2.1.2. A permutacioés flow shop probléma (PFSP)

Ha egy gyartosoron végighaladé munkadarabok sem a megmunkdldsok alatt, sem a meg-
munkdaldsok sordn nem keriilnek le sorrdl, akkor a munkadarabok sorrendje minden
munkadllomdson ugyanaz lesz. Ezen iitemezési feladathoz tartozd specidlis FSP-t per-
mutacios flow shop problémanak (PFSP) nevezziik.

A permutacids flow shop probléma tehét egy olyan flow shop probléma, melyben mindegyik
gépen ugyanolyan sorrendben munkaljuk meg a munkadarabokat. Mivel egy PFSP-ben a mun-
kadarabok sorrendje minden gépen ugyanaz, ezért az iitemezéshez elegend6 azt megmondani,
hogy az els6 gépre milyen sorrendben rajuk fel a munkadarabokat, illetve azt, hogy az egyes
gépeken mikor kezdjiik el megmunkalni a munkadarabokat. Mig egy FSP-ben a lehetséges
felrakdsok szama (N!)*, addig egy PFSP-ben a lehetséges felrakdsok szdma ,,csak” N!.
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A PFSP kiilonféle variansai

Az ipari termelésben sok esetben a 2.1.1. részben felsorolt feltételezések nem teljesiilnek.
Példaul el6fordulhat, hogy bizonyos munkadarabok a termelés megkezdésekor nem éllnak ren-
delkezésre, mert folyamatosan érkeznek be a gyarba. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a 7 munkada-
rabnak egy r; rendelkezésre dlldsi ideje van, ami azt jelenti, hogy a j munkadarabot legkorabban
az r; idopontban kezdhetjiik megmunkalni az elsé gépen. A klasszikus PFSP-ben feltessziik,
hogy ha egy munkadarab megmunkalasat befejeztiik egy gépen €s a kdvetkezd gép lires, akkor a
munkadarabot egybdl megkezdhetjiik megmunkalni a kovetkez6 gépen. A valdsdgban azonban
nem mindig ez a helyzet. Gondoljunk példaul arra, hogy egy gép befest egy munkadarabot,
vagy valamiféle hokezelést végez rajta. Ekkor a miivelet befejezése utan ahhoz, hogy a kovet-
kezd gépen elkezdhessiik az adott munkadarab megmunkdlasat, az elsd esetben a festéknek
meg kell szdradnia, a médsodik esetben pedig a munkadarabnak le kell hiilnie egy bizonyos
hémérsékletre. Ez azt jelenti, hogy a j munkadarabnak az r gépen vald befejezési ideje és az
r + 1 gépen valo kezdési ideje kozott legalabb egy bizonyos 1donek el kell teltenie. Ezt az 1d6t
késleltetési idének nevezik és [, ;-vel jeloljik. A gyartds sordn gyakran nem csak az a felada-
tunk, hogy legyartsuk az adott terméket, hanem az is, hogy azt az elkésziilte utan eljuttassuk a
rendeltetési helyére (raktar, masik iizem, stb,). Az ehhez sziikséges id6t szdllitdsi idének hivjuk
€s a 7 munkadarab esetén g;-vel jeloljiik. Ebben az esetben a j munka “végleges elkésziilése”
alatt azt értjiik, hogy a munkadarabot az utols6 gépen valé6 megmunkdlasa utén el is szallitjuk
a rendeltetési helyére. Technoldgiai megfontoldsok miatt el6fordulhat tovabbd, hogy bizonyos
termékeknek folyamatosan kell végimenniiik a gépeken, tehat amint az egyik gépen befejeztiik a
megmunkalasat, a kovetkezon méris el kell kezdeniink ket. Ebben az esetben vdrakozdsmentes
PFSP-106] beszEliink. Szintén gyakori helyzet, hogy miutan befejeztiik egy gépen egy munka-
darab megmunkdéldsat, a kovetkez6 munkadarab megmunkaldsdnak kezdete el6tt a gépet at kell
allitani. Ezt az id6t dtszerelési idonek nevezik. Az egyes gépeken az atszerelési ido fiigghet
a megmunkdalds sorrendjétdl is, ilyenkor sorrendfiiggd dtszerelési iddket tartalmazoé PFSP-r6]
beszéliink. Végiil bizonyos esetekben megengedett, hogy egy munkadarabnak megszakitsuk
a megmunkdéldsat egy gépen, azaz a megmunkdélast egy id6pontban abbahagyjuk, majd egy

kés6bbi id6pontban innen folytatjuk a munkadarab megmunkalasat.

2.1.3. Lehetséges célfiiggvények

A permutécids flow shop problémakban hasznélt célfiiggvények a munkadarabok utolsé gépen
valé befejezési idejeinek valamilyen fiiggvénye. A leggyakrabban hasznalt célfiiggvény az
atfutdsi 1d6, ami az utols6 gépen az utoljara megmunkalt munkadarab befejezési ideje, me-
lyet minimalizalni szeretnénk. Az 4tfutdsi id6 minimalizaldsandl tulajdonképpen arra vagyunk

kivéancsiak, hogy mi az a legkordbbi id6pont, amire mindegyik munkadarab megmunkélhat6 az
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Osszes gépen.

Egy maésik lehetséges célfiiggvény a munkadarabok utolsé gépen valé befejezési ideinek
0sszege, melyet szintén minimalizalni szeretnénk.

El6fordulhat, hogy minden munkadarabnak van egy hatarideje, amire az 0sszes gépen meg
kell munkdlnunk. Ha a hatarid6hoz képest késébb fejezziik be az utols6 gépen a megmunkalast
("csuszds”), akkor kotbért kell fizetnilink (ami a cstiszds idejével ardnyos), mig ha a hatarid6hoz

£ .9

képest elobb fejezziik be az utolsé gépen a megmunkalast (sietés”), akkor tarolnunk kell az
elkésziilt terméket, ami szintén pénzbe keriil (ami a sietés idejével ardnyos). Ennek megfeleloen
lehetséges célfiiggvény a csuszdsok €s sietések sulyozott 9sszege, melyet szintén minimalizalni
szeretnénk.

Brucker [13] megmutatta, hogy a flow shop problémanak az atfutdsi id6, mint célfiiggvény
esetén mindig van olyan optimadlis megolddsa, melyben az elso két gépen megegyezik a munkdk
sorrendje €s az utolso két gépen is megegyezik a munkdk sorrendje. Ebbdl kovetkezik, hogy két,
illetve harom gép esetén az FSP-nek az atfutasi id6, mint célfiiggvény esetén mindig van olyan
optimalis megolddsa, melyben a munkdk sorrendje mindegyik gépen azonos, tehét ilyenkor a
keresési térben elegendd a permutaciok halmazaval foglalkoznunk. Azonban haromnal tobb
gép esetén lehet mutatni olyan FSP-t, melynek az optimalis megolddsaban a munkdk sorrendje
nem minden gépen ugyanaz. Példaul legyen 4 gépiink és két munkédnk. Az els6 munkanak az
egyes gépeken valé megmunkaldsi ideje legyen rendre (4,1,1,4), mig a masodik munkénak az
egyes gépeken valé megmunkaldsi ideje legyen rendre (1,4,4,1). Ekkor mindkét permutaciéhoz
tartozo litemezésnél az atfutasi id6 14 lesz, mig az optimdlis litemezésnél az atfutasi 1d6 12. A

két permutacidhoz tartozé litemezést €s az optimadlis ilitemezést a 2.1. dbra mutatja.

2.2. A PFSP-nek a szakirodalombdl ismert megoldasi

modszerei

Mivel egy PFSP-ben a leggyakrabban az atfutasi id6t szeretnénk minimalizalni, ezért a dolgozat
tovabbi részében PFSP alatt azt a feladatot értjiik, melyben a cél az atfutdsi id6 minimalizalasa.

Két gép esetén a PFSP optimalis megoldasat Johnson algoritmusaval [45] kaphatjuk meg.
Jelolje P, ; illetve P,; az ¢ munka megmunkaldsi idejét az elsd, illetve a masodik gépen, és
jeloljiik tovabba Jy,Js, . . . Jy-nel az egyes munkadarabokat.

Johnson algoritmusa [45]

1. 1épés Legyen k := 1 és [ := N. Legyen tovabba J = (J,J5,...,Jy) a nem iitemezett

munkak halmaza.

2. 1épés Keressik meg a {P;;|J; € J}J{Pei|Ji € J} halmaz egy minimdlis elemét, és
13
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A (J1.J2) permutacidhoz tartozad (temezés

1. gép
2.gép
3.gép
4. gép

A (J2.J1) permutacidhoz tartozad (temezés

1. gép
2.gép
3.gép
4. gép

0 2 4 § ] 10 12 14

Az optimalis Gtemezés

1. gép
2.gép
3.gép
4.gep

0 2 4 6 8 10 12

2.1. abra. Példa arra, hogy egy FSP optimalis megolddsdban a munkak sorrendje nem egyezik meg az
Osszes gépen

legyen ¢ a hozza tartoz6 index. Ha a minimum nem egyértelm, akkor vélasszuk a

legkisebb indexet.

3. 1épés Ha a 2. 1épésben valasztott 7 index esetén P ; < P, teljesiil, akkor a .J; munkat
tegylik a lista k. helyére, toroljiik J;-t a J listabdl, és k értékét noveljik eggyel.

Ugorjunk az 5. 1épésre.

4. 1épés Ha a 2. 1épésben valasztott ¢ index esetén % ; < P ; teljesiil, akkor a J; munkat
tegyiik a lista [. helyére, toroljiik J;-t a J listdbodl, és [ értékét csokkentsiik eggyel.

Ugorjunk az 5. 1épésre.

5. 1épés Ha a J lista iires, az algoritmus ledll. Ekkor megkaptuk a munkdk optimélis iite-

mezési sorrendjét. Ha a J lista nem iires, akkor ugorjunk a 2. 1épésre.

Johnson algoritmusa tehédt 2 gép esetén megadja a munkdk optimélis sorrendjét. Az op-
timélis iitemezéshez azonban még azt is meg kell adnunk, hogy mikor kezdjiik el megmunkalni
az egyes munkadarabokat a gépeken. Az atfutdsi id6 minimalizél4sa esetén ezt nemcsak kettd,
hanem tetszdleges gépszdm esetén rekurziv mdédon egyszerlien meghatidrozhatjuk. Legyen
ugyanis 7 = (m(1),7(2),...,7(N)) a munkdk egy tetszSleges sorrendje egy M gépet tartal-
maz6 PFSP-ben. Jelolje P,; az ¢ munka megmunkdlasi idejét az r gépen, B, ; pedig az ¢ munka

kezdési idejét az r gépen. Mivel a célunk az atfutdsi id6 minimalizalasa, ezért az adott sorrend-
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hez tartoz6 optimadlis litemezés esetén a kovetkezd egyszeril észrevételeket tehetjiik: 1étezik

olyan optimélis litemezés, melynél

e a permutdcid elsé munkadarabja varakozasi id6 nélkiil halad végig a gépeken, azaz amint
befejeztiik a sorrend elsé munkijanak a megmunkalasat egy gépen, azonnal elkezdhetjiik

megmunkalni a kovetkezd gépen;

e azelsd gépen nincsenek all6id6k, azaz amint befejezziik egy munkadarab megmunkalasét
az elsd gépen, a sorrendben utdna kovetkez6 munkadarab megmunkaldsit azonnal elkezd-

hetjiik az els6 gépen;

e a sorrend i-edik munkdjdnak az r gépen valé kezdési ideje egyenlé a sorrend :.
munkajanak az (r—1) gépen valé befejezési idejének és a sorrend (i—1)-edik munkajanak
az r gépen valo befejezési idejének a maximumaval.

Ezek alapjan egy adott permuticio esetén az optimdlis litemezésben a munkak kezdési idejei

a kovetkezd rekurzi6 alapjan szamithatok ki:

Biray = 0 (2.1)
B,r1y = Broixq) + P 2<r<M) (2.2)
Biri)y = Bigxi-1) + Pigxi-n (1<i<N)

Br,ﬂ(i) = Mmax (B’I’77T(’i—1) + Pr,ﬂ(i—l)a Br—l,w(i) + Pr—l,ﬂ(i)) (2.3)

(2<r<M;2<i<N)

2 gép esetén a PFSP Johnson algoritmusdval O(n log n) id6ben megoldhatd. Ezzel szemben
Garey, Johnson €s Sethi [31]-ben belétta, hogy ha a gépek szama legaldbb harom, akkor mind az
FSP, mind a PFSP mar NP-nehéz. A PFSP megoldasi mddszereit 2 nagy csoportra bonthatjuk.
Az els6 csoportba tartoznak a kiilonb6zd heurisztikdk, melyek nagy méretii feladatok esetén
is elfogadhaté id6n beliil adnak egy megoldast (a munkdk egy permuticidjit), amely azon-
ban nem feltétleniil optiméalis. A masodik csoportba az egzakt megold6 modszerek tartoznak.
Ezek optimalis megoldast adnak, de a PFSP nehézsége miatt (NP nehéz legalabb 3 gép esetén)
nagy méretli feladatok esetén nem varhatd, hogy az optimalis megoldast elfogadhat6 idén beliil
megkapjuk a segitségiikkel. A kovetkezd részben bemutatjuk a kétféle megkozelitésnek az iro-

dalombdl ismert legfontosabb mddszereit.

2.2.1. Heurisztikak

A PFSP-t megold6 heurisztikdk szintén két csoportba sorolhatok. A konstruktiv heurisz-
tikak valamilyen szabdly alapjan “épitik fel” a munkadarabok egy permutdcidjit, mig a meta-

heurisztikak egy vagy tobb kiinduldsi permutacion probalnak javitani.
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Konstruktiv heurisztikak

Johnson [45] cikke utdn a PFSP megolddsara szdmos konstruktiv heurisztika sziiletett (lasd
példaul [14, 25, 37, 76, 87]). Empirikus tapasztalatok [29, 88, 111] alapjan sokdig Nawaz,
Enscore és Ham [76]-ban ismertetett NEH heurisztikdja szamitott a legjobb konstruktiv he-
urisztikdnak. Mint majd a kés6bbi részben latni fogjuk, szdmos javité heurisztika haszndlja
kiindul6 megoldasként a NEH 4ltal adott megoldast.

A NEH heurisztika:

M
1. 1épés Minden ¢ munkdra szamitsuk ki a 7; = > P,; 6ssz-megmunkalasi id6t.

r=1

2. 1épés A munkakat rendezziik egy L listdba a T} értékek szerinti csokkend sorrendben.

3. 1€pés Az L lista elsé két elemébdl képezhet6 2 permutaci6 koziil valasszuk ki azt, ame-

lyikre az atfutdsi id6 a kisebb. Jeldlje 11, ezt a permutdciot. Legyen ¢ = 3.

4. 1épés Az L lista 7. elemét szurjuk be a II;,_; permutéicié Osszes lehetséges helyére. Az
igy kapott ¢ darab permutaci6 koziil valasszuk ki azt, amelynél az atfutasi id6 a

legkisebb. Legyen ez a permutacio 11;.

5.1épés Ha ¢ = N, akkor az algoritmus megall és a Il permuticiot adja vissza meg-

oldasként. Ha ¢+ < IV akkor noveljiik meg 7 értékét eggyel és ugorjunk a 4. 1€pésre.

A NEH heurisztika tehat egy kételemli permutaciébol indul ki. Minden 1épés sordn a
meglévd permutaciot egy Uj elemmel boviti oly médon, hogy az 1ij elemet a meglévé permutacid
Osszes lehetséges helyére beszirja és az igy 1étrejové permutiaciokbol kivélasztja a legjobbat,
vagyis csak egyet tart meg koziiliik.

Chakraborty és Laha [18] eljardsa alapvet6en abban tér el a NEH heurisztikatol, hogy az al-
goritmusnak van egy k paramétere, és az algoritmus mindig a legjobb k részpermuticiét tarolja
el. A szerzOk tesztjei alapjan a vdltoztatas szignifikdnsan javitott a NEH hatékonysagén.

Chakraborty és Laha algoritmusa: [18]

M
1. 1épés Minden i munkdra szdmitsuk ki a T; = _ P,; ssz-megmunkaldsi id6t.
r=1

2. 1épés A munkdk rendezziik egy L listdba a T} értékek szerinti csokkend sorrendben.

3. 1épés A sorrend els6 négy elemébdl készitsiik el a 24 darab részpermutéciot, és valasszuk
ki koziiliik a legjobb k darabot.

4. 1épés Legyen i=5.

5. 1épés A sorrend i. elemét szurjuk be az aktudlis k darab részpermutacié minden lehetséges
helyére (igy kapunk k - ¢ permuticiét). Vegyiik ezen k - i permuticié kozil a k

legjobbat, vagyis azokat, melyeknél az atfutési 1d6 a legkisebb.
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6. 1épés Ha i = N, akkor az algoritmus megdll és az aktudlis £ darab permutacié koziil a
legjobbat adja vissza megoldasként. Ha ¢ < /N akkor noveljiik meg 7 értékét eggyel

és ugorjunk az 5. 1épésre.

Kalczynski és Kamburowski [46] 2008-ban a NEH heurisztika médositasaval egy Uj,
a NEH-nél jobb eredményeket add konstruktiv heurisztikdt mutattak be. Eljarasuk abban
kiilonbozik a NEH-t61, hogy a NEH 2. 1épésében a munkék listdba rendezéséhez egy 1j szabalyt
haszndl, illetve a NEH 4. 1€pésében a legjobb részpermutacid kivalasztasakor holtverseny esetén

szintén egy Uj szabalyt haszndl.

Meta-heurisztikak

A PFSP megoldasara hasznalt meta-heurisztikdk a kombinatorikus optimalizalds szamos

modszerét Olelik fel. Ebben a részben attekintjiik a legfontosabb eljardsokat.

Szimulalt hiités

A szimulalt hiit€s modszer egy feladatfiiggetlen eljards. Az dltalanos mddszer kiindul a feladat
egy megoldasabol, majd véletlenszerlien kivdlasztja az aktudlis megoldas egy “szomszédjat”.
Ha ez jobb az aktudlis megoldédsnél, akkor ez lesz az 1j aktudlis megoldds. Ha a kapott
megoldds nem jobb az aktudlis megolddsndl, akkor a kapott megoldastél, az aktudlis meg-
oldastol és egy 1" paramétertdl fliggd valoszinlséggel fogadjuk el az Uj megoldast aktudlis
megoldasnak. Ezt az eljarast ismételjiik addig, amig valamilyen megallasi kritérium nem
teljesiil. Az algoritmus sordn a 7' paraméter értéke (a hdmérséklet értéke) idonként csokken.
A hémérséklet hasznélatdnak a célja az, hogy - mivel kis valdszinliséggel egy rosszabb meg-
oldasra lépiink - elkertiljiik azt, hogy bennragadjunk egy lokalisan optimalis megoldasban. A
[17,53,59, 62, 74, 77] cikkekben a szimulalt lehtités modszerét alkalmaztak a PFSP kiilonféle

valtozataira.

Iteralt moho algoritmus

Ruiz és Stiitzle [90] iterdlt mohd algoritmusa a NEH heurisztika stratégiajat koveti. Az
eljarasuk a NEH heurisztika éltal adott permuticiobdl indul ki. Az algoritmus minden
1épése egy destrukcids és egy konstrukcids fazisbdl all. A destrukcids fazis sordn az aktudlis
megoldéasbdl véletlenszeriien kivalasztunk d elemet és ezeket elhagyjuk a permuticiébél. Igy
kapunk egy 7p (d elemii) és egy mr (n — d) elemi permuticiét. A konstrukcids fazis sordn a
mp permuticié elemeit a NEH heurisztika szerint egyesével visszatessziik a mr permuticidba.
Igy kapjuk meg az dj permuticiét. A hatékonysig novelésének érdekében minden egyes
konstrukcids fazis utan a kapott Uj permutdciora egy lokalis keresést alkalmazunk. A lokélis

keresés a kovetkez6képpen miikodik:
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lokalis keresés(m):

1. 1épés Valasszunk véletlenszertien egy k indexet, és permutacié k. helyén 1évd elemet

szurjuk be a m permutaci6 Osszes lehetséges, k-t6l kiilonbozs helyére.
2. 1épés Vilasszuk ki az igy kapott n — 1 permutéci6 koziil a legjobbat. Legyen ez 7 .

3. 1épés Ha a 7 permutéacidhoz tartozé atfutasi id6 kisebb, mint a -hez tartozé atfutési idd,

akkor legyen 7 := 7.

4. 1épés Ha az utolsé n darab, egymdst kovetd 3. 1épés sordn a m permutacié nem valtozott,
akkor a keresés megdll €s a m permutéciot adja vissza. Ellenkez6 esetben ugorjunk

a 2. 1épésre.
Ezek utan az iterdlt moho algoritmus miikodése a kovetkezoképpen foglalhat6 Ossze:
1. 1épés Legyen m a NEH heurisztika altal adott permutécid..

2. 1épés Alkalmazzuk m-re a lokdlis keresést. Legyen 7 a lokélis kereséssel kapott per-

mutacio.
3. 1épés Legyen a legjobb megoldas 7, egyenld m-vel.

4. 1épés (Destrukcids fazis) Véletlenszerlien valasszunk ki d elemet és hagyjuk el ket 7-bdl.

Jelolje mx a létrejott n — d elemd permutaciot és mp a 1étrejott d elemd permutaciot.

5. 1épés (Konstrukcids fazis) A mp permutacio elemeit a NEH heurisztika szerint tegyiik

vissza egyesével a 7 permutdcidba. Legyen 7' az igy kapott permutacid.
6. 1épés Alkalmazzunk 7 -re egy lokalis keresést. A kapott permuticid legyen 7" .

7. 1épés Ha 7" atfutdsi ideje kisebb, mint 7 tfutdsi ideje, akkor legyen @ = 7 (7 lesz
az 1j aktudlis megoldds). Ellenkezd esetben exp{—(Cuax(T ) — Chmax(7))/T'}

valészintiséggel legyen 7 = 7.
8. 1épés Ha 7 atfutasi ideje kisebb, mint 7, tfutasi ideje, akkor legyen m, = .

9. 1épés Ha a megallasi kritérium teljesiil, akkor az algoritmus megéll €s a m, permutaciot

adja vissza megoldasként. Kiilobnben ugorjunk a 4. 1épésre.

Az algoritmusban hasznélt 7" homérséklet az adott feladat méretétdl €s a megmunkalasi

1doktol fiigg, nevezetesen

M N
T — azj’i[‘l ]%11 é”” (2.4)
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ahol a egy allithaté paraméter (0 < a < 1).

Tabu keresést hasznal6 heurisztikak

A tabu keresés egy altalanos eljards, melyet sikerrel alkalmaztak szamos nehéz, kombinato-
rikus optimalizasasi feladat kozel optimalis megoldasanak meghatarozaséara [34, 35]. A tabu
keresésnél definidlnunk kell a lépés fogalmat. Lépés alatt egy olyan fliggvényt értiink, mely
egy megoldishoz egy mdésik megoldést rendel hozz4d. Egy adott megoldas szomszédainak
halmazidn azon megolddsok halmazat értjiilk, melyekhez eljuthatunk az adott megoldasbol
1 1épés segitségével. A tabu keresés egy kiindulé megoldasbdl indulva mindig az aktuélis
megoldason probdl javitani, dgy, hogy a megoldds szomszédjaibdl (vagy azok egy alkal-
mas részhalmazabdl) kivalasztja a legjobb megoldast, és az eljardst ezzel a megoldassal
folytatja tovabb. Annak elkeriilése érdekében, hogy az eljards sordn visszatérjiink egy mar
kordbban vizsgélt megoldashoz, az algoritmus fenntart egy tabu listdt. Minden egyes alka-
lommal, amikor végrehajtunk egy 1épést, a 1€pés kiilonféle attributumait egy bizonyos ideig
eltaroljuk ebben a listdban. A tabu listdban taldlhatd 1épések a tiltott 1épések. A nevével
ellentétben az eljards sordn tiltott 1épést is végrehajthatunk abban az esetben, ha a 1€pés
valamilyen értelemben “profitdbilis”. A tabu keresés sordn tobbféle megallasi kritériumot is
hasznédlhatunk. A leggyakrabban a futdsiddre, az iteraciok szamdra, illetve a javuldst nem
hoz6 iteracidk szdmadra vonatkozd korldtokat szokds haszndlni megéllasi kritériumként. A
[1, 27,36, 69,75, 78, 103, 113] cikkekben a tabu keresés heurisztikat alkalmaztak PFSP-kre.

Nowicki és Smutnicki tabu keresést hasznalé6 algoritmusa [78]

A PFSP-ben a megoldédsok a permutacidk. Lépés alatt egy v = (a,b), 1 < ab < N,a #b
part értiink, ahol a és b a permutaci6 két kiilonboz6 indexe. Egy 7 permutdcion a v = (a,b)
1épés végrehajtasa azt jelenti, hogy a permuticié a. helyén all6 munkét kivessziik az a.
helyr6l és betessziik a b. helyre. Példaul a (2,4,5,3,1) permutacion a (4,2) 1épést végrehajtva a
(2,3,4,5,1) permutaciéhoz jutunk. Mivel az (a,a) 1épések nem megengedettek ezért dsszesen
n-(n—1) 1épés van. Konnyen lathat6 azonban, hogy az (a — 1,a), illetve az (a,a — 1) 1épéseket
egy m permuticion végrehajtva ugyanahhoz a permuticidhoz jutunk, ezért egy m permuticid
Osszes szomszédjdnak a szdma n - (n — 1) — (n — 1) = (n — 1) Werner [112]-ben beldtta,
hogy bizonyos tipusi (a,b) 1épések végrehajtdsdval nem kaphatunk jobb permuticiét. Azért,
hogy az eljards sordan a szomszédok kozti keresésre forditott 1d6t csokkentsék, Nowicki és
Smutnicki tovédbb sziikitette egy adott permuticié szomszédainak a szamat. Ezt agy érték
el, hogy tesztek soran arra a megallapitdsra jutottak, hogy csak specidlis tulajdonsagé (a,b)
1épésekkel érdemes foglalkozni. Ezt felhasznélva a lehetséges 1€pések, és igy a szomszédok

szamat sikeriilt jelentGsen csokkenteniiik. A szerz6k azt is megmutattdk, hogy a definiélt
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1épéséknek megvan az a tulajdonsiga, hogy tetszdleges permutdciobdl kiindulva véges sok
1épés segitségével eljuthatunk egy optimdlis megoldashoz.

A tabu lista: A tabu lista egy T' = (11,15, . . . , Tjnast) halmaz, ahol maxt az algoritmus egy
paramétere, és minden 7; munkédknak egy (g,7) parjat jeloli. Az algoritmus kezdetén T; = (0,0)
minden 1 < ¢ < maxt esetén. Amikor egy (a,b) 1épést hajtunk végre az aktudlis permutacion,
azaz 7(a) munkat kivessziik az a. helyrdl és beszirjuk a b. helyre, akkor egyrészt a tabu lista
elemeit eltoljuk balra, azaz 1 < j < tmaxt esetén T; := T}, lesz, tovabba a lista utols6 eleme
Tnazt = (m(a),m(a + 1)) lesz, ha a < b, kiilonben pedig 1ozt := (7(a — 1),7(a)) lesz. Az
eltolés hatdsdara a tabu lista kordbbi els6 eleme kikeriil a listarol.

Azt mondjuk, hogy egy 7 permuticiéra nézve egy (a,b) 1épés akkor lesz tiltott, ha a < b
esetén a (m(j),m(a)), 7 = a+1,...,bparok legalabb egyike eleme a 7" tabu listanak, mig a > b
esetén pedig a (7(a),7(j)), 7 =b,...,a — 1 parok koziil legaldbb az egyik a tilt6 listdban van.

A keresési stratégia: Az algorimus el8szor minden a indexre meghatdrozza a lehetséges
(a,b) 1épések (a szerzok éltal leszikitett) halmazabdl a legjobb (a,by), a < by és (a,by), a > by
1épést. Ezaltal kapunk legfeljebb 2(n — 1) darab 1épést. Ezen lépéseket harom részre osztjuk:
nem tiltott 1épések; tiltott, de nyereséges lépesek; tiltott €s nem nyereséges 1épések. Egy v
1épésrol akkor mondjuk, hogy nyereséges, ha Chax(m,) < F(Chax(m)) ahol az F fiiggvényt
az algoritmus sordn folyamatosan moédositjuk. Ha létezik nem tiltott 1épés vagy tiltott, de
nyereséges 1€pés, akkor az Osszes ilyen 1€pés koziil kivalasztjuk a legjobbat, végrehajtjuk a
1épést €s 1épésnek megfeleld part a tiltd listara tessziik. Ha mindegyik 1épés tiltott €s nem
nyereséges, akkor a (0,0) part a tilté listara tessziik (midltal a legrébbi par eltlinik a tilto listarol)
és djra probdlkozunk.

Ezek utan készen allunk Nowitzki és Smutnicki algoritmusanak ismertetésére: induljunk
ki egy 7 kezdeti permutaciobdl (ez lehet példaul a NEH altal meghatarozott permuticio), a
T tilt6 lista legyen iires, legyen tovabbd az F' fiiggvény azonosan végtelen. A fenti keresési
stratégidnak megfeleléen minden iterdciéban megkeressiik a legjobb v 1épést, ezt végrehajtva
kapjuk a 7, permutaciot. A v Iépésnek megfeleléen modositva a 7' tilté listat kapjuk a 7" tiltd
listat. Az F fiiggvényt a kovetkez8k szerint médositjuk: a C' = Chax(m) és C" = Chax(my)
jeloléseket haszndlva legyen F'(C) := min{F(C),C"} és F(C’) := min{F(C"),C}. Haa m,
permutécié jobb az eddig ismert legjobbndl, akkor kicseréljiik a legjobb permuticioét m,-re. A
kovetkez6 iteraciot a m, permutacioval és a 1" tilté listaval kezdjiik el. Az algoritmus mindig
eltarolja az addigi legjobb permutécidt, a hozza tartozé lehetséges 1épésekkel és tilto listaval
egyiitt. Ha egy bizonyos iterdcioszam alatt az ismert legjobb atfutdsi id6 nem csokken, akkor
visszalépiink a legjobb permuticidra. A legjobb permuticié szomszédai koziil elhagyjuk a
rajta végrehajtott 1épést, majd elSlrdl kezdjiik az eljarast a legjobb permutacidval és a neki
megfeleld tiltdlistaval (hideg Ujrainditds). Az algoritmus akkor 4ll le, ha vagy egy bizonyos

iteracidoszamot (mely az algoritmus paramétere) tullépiink, vagy tobbszori hideg ujrainditds
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utan a lehetséges 1épesek halmaza iiressé valik.

Genetikus algoritmust hasznal6 heurisztikak

A genetikus algoritmusokat sikerrel alkalmaztdk szdmos nehéz, kombinatorikai feladat (pl.
utaz6 ligynok probléma) kozelitd megolddsara. Az algoritmus népszerlisége viszonylagos
egyszerliségében rejlik. A genetikus algoritmusok az allat és novényvildgban a fajoknak
Darwin altal leirt evoliciéjat ,,kédolva” jutnak el az adott probléma egy ’j6”” megoldasahoz.
A genetikus algoritmus egy populdciobdl indul ki, melynek egyedei a gének (ezek az adott
probléma megoldasai), a gének részei pedig a kromoszomak. A populécié fejlédéséhez az
algoritmus vagy a populédcié két egyedére (2 génre) alkalmaz egy keresztezést (mds néven
rekombindcidt), vagy egyik egyedére alkalmaz egy muticiét (megvaltoztaztatja egy gén (azaz
egy megoldas) szerkezetét). A 1étrejovo U egyedekrdl aztan a kivélasztds sordn, tobbnyire egy
fittségi fliggvény segitségével, eldontjiik, hogy melyek lesznek koziiliik az 1j populacio egye-
dei. Genetikus algoritmusokat hasznaltak PFSP-k megoldédsara példaul a [19, 21, 75, 89, 116]
cikkekben.

Hangya kolonia algoritmusok

Az elsd, hangya kolénia (ACO) algoritmust Dorigo és Gambardella [26] ismertette. Cikkiikben
az Uj eljarast az utaz6 ligynok feladat egy kozel-optimdlis megolddsdnak megtaldlasara
hasznaltdk fel. Azéta az ACO algoritmusokat szdmos nehéz optimizaldsi feladatra, koztiik
a PFSP-re is sikeresen alkalmaztak. Az algoritmus azt a mddszert probalja utanozni, ahogy
a hangyak kommunikalnak egymadssal, mikdzben mondjuk egy kiinduldsi pontb6l probalnak
a legrovidebb tton eljutni az élelemig. Utjuk sordn a hangydk egy bizonyos illatanyagot,
ugynevezett feromont hagynak maguk utdn. A feromon intenzitdsa az id6vel csokken, igy
ha egy hangya egy rovid utat taldl meg a kezdd és a végpont kozott, akkor ezen Ut mentén
hosszabbb ideig lesz érezhetd az altala lerakott illatanyag, kovetkezésképpen a tobbi hangya
is nagyobb valdszinliséggel vélasztja ezt az utat. Rdadasul minél tobben vélasztanak egy adott
utat, anndl nagyobb lesz a feromon intenzitasa az adott tton.

Az utobbi évtizedekben a PFSP megoldasara is szdmos hangya koldnia algoritmus sziiletett
[2, 20, 82, 115, 117]. Az algoritmusok egy részében tobb hangya, egy részében pedig egyetlen
hangya szerepel. Az egy hangya haszndlatinak az eldnye, hogy az algoritmus konnyen
implementédlhatd, és minden iterdcioban a hangya éltal kapott megoldasra egyszertien alkal-
mazhatunk egy javito technikat, példdul egy lokalis keresést. Egyetlen hangya haszndlatanak
a hatranya viszont, hogy az iterdciészam joval nagyobb lehet, mintha hangya populaciét
haszndlnank. Az egyetlen hangyat haszndlé ACO algoritmusokban els6ként meg kell adni a
kiindulasi feromonok értékét. Ezt kdvetGen minden iterdcioban generdlunk egy megoldast,

melyen aztan egy lokdlis kereséssel probédlunk javitani. Ezutdn a kapott megoldasnak megfe-
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leléen modositjuk a feromonok értékét. Végezetiil a megéllasi kritériumok teljesiilése esetén az
algoritmus a futdsa alatt talalt legjobb megoldast adja vissza megoldasként. A kovetkez6kben
részletesesen ismertetjiik Rajendran és Ziegler egyik, egy hangyat haszndlé ACO algoritmusét
a PFSP-re.

Rajendran és Ziegler [82] PACO algoritmusa a PFSP-re
Az ismertetésre keriil6 algorimusban 7;;, fogja jelolni annak a feromonnak az inttenzitdsat,
hogy az ¢ munkat a sorrend k. helyére tessziik. A PACO algoritmus réviden a kovetkez6képpen

foglalhat6 Ossze:

PACO algoritmus:

1. 1épés Vegyiik a NEH algoritmus altal meghatdrozott permutdcidt, majd erre haromszor
alkalmazzunk egy munka alapu lokalis keresést. A kapott sorrend lesz a kezdeti

megoldas.
2. 1épés Inicializaljuk a kezdeti paramétereket és a 7;;, feromon nyomokat.
3. 1épés Konstrudljunk egy 4j permutaciot.
4. 1épés Javitsunk rajta egy munka alapu lokalis keresés haromszori alkalmazasaval
5. 1épés Modositsuk a feromon értékeket.

6. 1épés Ha a megallasi kritérium teljesiil, akkor megoldasként adjuk vissza a taldlt per-

mutacidk koziil a legjobbat. Egyébként ugorjunk a 3. 1é€pésre.

Az algoritmus tehdt minden egy iterdcidban, az aktudlis feromon értékek, azaz a 7;;-k
alapjan konstrual egy Uj permutdciot. Nézziik most az egyes 1épéseket részletesebben.

A munka alapu lokalis keresés a kovetkezoképpen miikodik. Vegyiik el6szor az 1-es munkéat
(tehdt nem a permutécid elsd elemét!), hagyjuk el a permutdcidbol, és szarjuk be a maradék n—1
hely mindegyikére. Az igy kapott n — 1 darab permutéci6 koziil valasszuk ki a legjobbat (azaz a
legkisebb O, értékiit). Ha ez jobb, mint az eredeti permutacio, akkor ez lesz az 1ij permutacio.
Ezzel az 4j permutacioval folytassuk az eljarast a 2,3, . . . ,n munkakkal.

A kezdeti feromon értékeket a kvetkezSképpen allitjuk be: Legyen minden (i,k) parra

1/ Zpest, ha |az ¢ munka indexe a kezdeti sorrendben — k| + 1 < n/4;
Tik = § 1/(2Zpest), hamn/4 < |az i munka indexe a kezdeti sorrendben — k| + 1 < n/2;

1/ (4Zbest) ) egyébként
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Ennek az inicializalasnak az a magyardzata, hogy mivel a kiinduldsi permutdcié mar viszony-
lag j6 megoldasa a feladatnak, ezért egy + munkat prébaljuk olyan k helyre tenni, azaz azon
T:1 feromon értékek leszenek nagyok, melyeknél k kozel van i-nek a kezdeti permutacidbeli
helyéhez.

Uj permutaci6 konstrudldsa: az iires permutciébél kiindulva mindig egy tij munkat tesziink
az aktudlis nem teljes permutdcié végére. Ha mdr az els6 k£ — 1 helyet feltoltottiik, akkor a
kovetkezSléppen vdlasztjuk ki a k. helyre keriil6 munkét: minden ¢ még nem ilitemezett munkéra
szamitsuk ki a T}y, := Zl;:l T, értéket, generdljunk a [0,1] intervallomon egy u véletlen szamot.
Ha v < 0.4, akkor legyen a jelenlegi legjobb sorrend legels6, még nem litemezett munkaja a
sorrend k. tagja.
Ha 0.4 < uw < 0.8, akkor a jelenleg ismert legjobb sorrendbdl a még nem rendezett munkak
koziil az 5 legel6rébb 4llobal valasszuk ki azt, amelyiknek a 7;; értéke maximalis, és legyen ez
az 4j sorrend k. eleme.
Ha 0.8 < w akkor a jelenleg ismert legjobb sorrendbdl a még nem rendezett munkék koziil az 5
legel6rébb allobol véletlenszerlien valasztunk egyet a T értékekkel ardnyos valdszintiséggel,
és ez lesz az j sorrend kovetkezo eleme.

A feromon értékeket az alabbiak szerint modositjuk:
Ha a munkdk szama legfeljebb 40, akkor legyen
0,75 - 7/¢% + 1/(dif f - Zyest),  ha|h—k| < 1;

7

0,75 - 7% kiilonben.
Ha munkak szdma legalabb 41, akkor legyen

0,75 -7/ kiilonben.

A fenti képletekben dif f=(Jaz ¢ munka helyének az indexe a jelenlegi legjobb per-
mutdciéban—k| + 1)'/2,
A PACO algoritmus 40-szer generdl 1ij permuticiot, majd ezek koziil kivalasztja a legjobbat.
Az igy megkapott permutaciora azoban még alkalmazunk egy lokdlis cserén alapul6 keresést.
Ennek sordn el8szor vessziik az 1-es munkat (nem a sorrend els6 munkajat), és felcseréljiik a
permuticidoban mindegyik munkaval. kivélasztjuk az eredeti és ezen n — 1 permutdcio koziil
a legjobbat. Ezutdn az eljarast folytatjuk ezzel a permutéacidval és a 2-es munkdval, majd a
3-assal, és igy tovabb. A Paco algoritmus az eljards végén kapott permutaciét adja vissza meg-

oldasként.
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Hibrid meta-heurisztikak
Optimalizalasi feladatok esetén gyakori mddszer az ismert eljardsok “vegyitése”. Az ily médon
1étrejové meta-heurisztikaktdl dltaldban az varhatd, hogy egyiittesen jobb eredményt adnak,

mint az alapjat képezd heurisztikdk. Ilyen hibrid metaheurisztikdkat alkalmaztak példiul a
PFSP-re a [28, 70, 83, 119].

Raj-részecske optimalizalo heurisztikak

Az utdébbi idében a Kennedy és Eberhart [47] dltal kifejlesztett raj-részecske optimalizalo
(angolul particle sworm optimization, PSO) heurisztikat is sikerrel alkalmaztak a PFSP-re. A
PSO dotlete, csakigy mint a hangya koldnia heurisztikdé, az allatvilagbdl ered: egy madérraj
mozgésat probdlja utdnozni, ahogy egyiittesen megtaldljak az élelmet. A heurisztika annyiban
rokonsagot mutat a genetikus algoritmusokkal is, hogy itt is van egy populacionk (ez a raj), mely
a probléma lehetséges megoldasaibdl all (ezek felelnek meg madarraj egyedeinek). A geneti-
kus algoritmusokkal ellentétben azonban a PSO-ban nincsen sem muticid, sem keresztezés.
A madérraj minden egyede minden iterdciéban meghatdrozza a repiilési irdnyat, méghozza
egyrészt a sajat legjobb megoldasanak, mésrészt a raj 4ltal ismert legjobb globélis megoldasdnak
a fiiggvényében, majd minden madar az aktualis megoldasrdl "atrepiil” egy masik megoldasra.
Ezutdn minden madar frissiti a sajat legjobb megoldasat, illetve a raj legjobb megoldasat is
frissitjiik. Az eljardst bizonyos megéllési feltétel teljesiiléséig folytatjuk. A PSO-t alkalmaztak
a PFSP-re tobbek kozott a [56, 57, 105] cikkekben.

2.2.2. Egzakt médszerek

A PFSP optimadlis megolddsanak megtaldldsara az egyik lehet6ség a korlatozas és szétvalasztas
(B&B) tipusu moédszerek haszndlata. A B&B moédszerek altaldnosan a kovetkezSképpen
miikodnek. Legyen H egy véges halmaz, és tegyiik fel, hogy a H halmazon értelmezve van
egy valos értékd F fiiggvény. Meg szeretnénk taldlni H-nak azt az = elemét, melyre F'(z) mi-
nimélis, tehét az F' fliggvényt akarjuk minimalizdlni a /' halmazon. Bontsuk fel a /7 halmazt
a H,, Hy, ... H; diszjunkt részhalmazokra, és minden /; részhalmaz esetén éllitsuk el a ;-n
értelmezett F' fliiggvénynek egy L; als6 korlatjat. L; tehat minden 7 esetén egy olyan szam,
melyre L; < F(z) teljesiil minden = € H; esetén. Ha (valahonnét) ismerjiik a H halmaz egy
olyan y elemét, melyre F'(y) < L; valamely ¢ indexre, akkor ez azt jelenti, hogy az F' fiiggvény
a minimumadt biztosan nem veheti fel a /1; halmazon, hiszen a definici6 alapjan minden z € H;
elemre F'(y) < L; < F(x) teljesiil. Vagyis a tovdbbiakban a H; részhalmazzal mar nem kell
foglalkoznunk, elhagyhatjuk a keresési térbdl. Ha nincs ilyen [; halmaz, akkor valamilyen
szabdly alapjan bontsuk szét valamelyik H; halmazt diszjunkt részhalmazokra. Arra, hogy me-
lyik halmazt bontjuk kisebb részekre, tobb szabdly is hasznédlhat6. Az egyik lehet6ség példaul,

hogy a legkisebb als6 korléttal rendelkez6é halmazt bontjuk tovabb kisebb részekre. Az algorit-
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mus akkor all meg, ha taldlunk egy olyan y € H elemet, melyre az aktualis keresési fa Osszes
leveléhez tartozé H; halmazokra F'(y) < L; tejesiil. Azt lehet tehat mondani, hogy a B&B
algoritmus mindig a keresési teret pasztizza végig és az alsé korlatok segitségével probalja a
keresési teret egyre szlikiteni.

Egy masik lehetséges mddszer a PFSP optimalis megoldasanak a megtaldldsara, hogy a PFSP-
t megfogalmazzuk mondjuk egy (vegyes) egészértékii linedris programozasi feladatként, és
az igy felirt matematikai modellt megoldjuk egy alkalmas szoftverrel (pl. CPLEX, GU-
ROBI, SCIP). Egy harmadik lehet6ség ha a PFSP-t egy korlatozas programozasi feladatként
irjuk fel és a felirt modellt megoldjuk egy alkalmas szoftverrel (CPLEX, AIMMS) vagy a
korlatozas programozas modszerével. Mindegyik médszerre szamos példa taldlhaté. B&B
tipusu eljarasokat alkalmaztak a PFSP-re a [3, 7, 12, 15, 22, 43, 51, 52, 61, 66, 67, 81, 102]
cikkekben. Vegyes egészértéki linedris programozasi feladat segitségével oldottak meg PFSP-t
a [80, 85, 94, 95, 96, 98, 101, 110, 114, 118] cikkekben. A [32, 50, 54, 92, 93] cikkekben
a flow shop feladatndl 4ltaldanosabb job shop feladatot oldottdk meg korldtozads programozasi
technikdkkal. Beck et al. [6]-ban a korl4tozas programozast a lokalis kereséssel vegyit6 eljarast
adtak a job shop feladatra. Malapert et al. [64]-ben a job shop feladatnal altalanosabb open
shop feladatra adtak egy korldtozas programozasi technikat hasznélé eljarast.

Mint kordbban emlitettiik, a PFSP mar 3 gép esetén is NP-nehéz, ami azt jelenti, hogy egyik
modszer esetében sem varhatjuk, hogy a médszer segitségével tetszéleges feladatnak elfogad-
hat6 1d6n beliil megkapjuk az optimalis megoldést. Ennek ellenére mindkét modszert érdemes
tanulmanyozni, hiszen mind a szamitogépek kapacitasa és gyorsasaga, mind a MILP/CP mo-
delleket megold6 szoftverek hatékonysdga rohamosan fejlédik. Példdul a parhuzamositas le-
het&ségét kihaszndlva [48]-ban és [49]-ben parhuzamos B&B algoritmust adtak a PFSP-re.

B&B modszerek a PFSP-re

A B&B tipusi mddszerek egyik kritikus pontja az alsé korlat keresésének a technikdja.
Egy er6s als6 korlat megtaldlasa lehet, hogy sok id6t vesz igénybe, viszont a segitségével
esetleg a keresési tér nagyobb részétdl szabadulhatunk meg, mint egy gyengébb korlattal. A

kovetkezdkben bemutatjuk, hogyan lehet a PFSP esetén az atfutasi idore als6 korlatokat adni.

Alsoé korlatok konstrualasa a PFSP-re [51]

Tegyiik fel, hogy egy PFSP-nél a k. gép kivételével az Gsszes tobbi gépnél megengedjiik,
hogy egyszerre tobb munkét is megmunkaljon. Ekkor ez azt jelenti, hogy 1 < k esetén az
osszes munkat elkezdhetjiik az els6 gépen a 0 idGpontban, és egy j munkat a (k — 1). gépen

Zf;ll P, ; id6pontra be is fejezziik. Tovdbbd ha a j munkat a k. gépen C};-re fejezziik be, akkor

M

a j munkdt az utolsé gépen a Ci; + .7, .,

P,; id6pontban fejezziik be. Ez azt jelenti, hogy a
PFSP-nek ez a relaxdcidja egy olyan 1 gépes FSP-nek felel meg, melyben minden j munkénak
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van egy ry; rendelkezésre allasi ideje (ennél korabban nem lehet elkezdeni a gépen) €s egy q;
szallitasi ideje (a megmunkalds utdn ennyi 1d6 sziikséges a munkdnak a rendeltetési helyére
széllitasahoz), ahol

SFUP, hak>1

Thj = - (2.5)
0 hak =1,
és
M
. P hak<M
G = Zr-k’-{-l J (26)

0 hak = M,

tovabba a munkadkat folyamatosan kell megmunkalni (azaz megszakitas nem engedélyezett).
Az ilyen tipusi feladatokat szokds 1|7;,q;|Cax formaval jeldlni. Ennek a feladatnak az op-
timalis megolddsa minden egyes k esetén a PFSP egy alsé korlatja lesz. Sajnos azonban ez a
feladat még mindig NP nehéz [60]. Azonban ezt a feladatot tovdbb relaxalva alsé korlatokat
kaphatunk a PFSP optimumara.

Az elsd lehetdség, hogy az Osszes rendelkezési all6 1d6t, illetve az Oszes szallitdsi 1dot is
ugyanannyinak vessziik, nevezetesen minden j-re legyen 7, = minje j ri; €8 qx; = minje s ;.
Konnyen lathat6, hogy ebben az estben a munkdk barmely sorrendje optimélis megoldast ad, és

az optimum (C,,,) értéke, mely egyben az eredeti PFSP egy als6 korlatja lesz:

LB1, = r]nely Trj + ; Py + I]nel}l Q- (2.7)
J

Mivel igy minden £ esetén a PFSP egy als6 korlatjat kapjuk, ezért az

LB1 = max LB1y (2.8)

1<k<m

a PFSP egy also korlatjat adja. Mivel LB1 kiszamitasahoz minden gépen meg kell hatarozni a
korlat O(mn) id6ben kiszamithaté. Az LB1 korlatot haszndljak a [12, 15, 43, 61, 66, 67]-beli
cikkek.

Egy masik lehetSség, ha az 1|r;,q;|Cnax feladatban csak a gy, szallitasi idSket tessziik
egyenl6vé a g;; = minjcyq;; médon. Ebben az esetben a feladat optimuma, ami egydittal
a PFSP egy als6 korlatja, az

LB2, =C* (J)+ min g (2.9)

képlettel szémithat6 ki, ahol C%_ (J) a k. gépen definidlt 1|r;|Cyax feladat optimumat jeldli.
Ez az optimum pedig a Jackson szabdllyal [44] polinomiélis id8ben kiszamithatd. A Jackson
szabdly szerint az 1|r;|Cyax feladat optimdlis megolddsat adja a munkdknak a rendelkezésre

allasi 1d6 szerinti novekvé sorrendbe valé rendezése. Felhaszndlva, hogy az LB2; értékek
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minden £ esetén a FPSP egy als6 korlatjat adjdk, a PFSP egy alsé korlat kaphatjuk a kovetkezd
modon:
LB2 = max LB2 (2.10)

1<k<m

Az L B2 also korlét kiszdmitdsa sordn a munkdkat minden gép esetén sorba kell rendezni
a rendelkezésre allo idejiik szerint, ezért az L B2 korlat O(mnlogn) id6ben kiszamithatd. Az
L B2 korlatot hasznaljak [3, 7] cikkekben hasznalt B&B algoritmusok.

Egy harmadik lehetSség, ha az 1|r;,q;|Ciax feladatban megengedjiik, hogy egy munka meg-
munkalasidt meg lehessen szakitani. Ez a feladat a kovetkez6 modon oldhaté meg: minden
pillanatban munkéljuk meg azt a munkat, amelyiknek a legnagyobb a szallitasi ideje [42]. Ha
L B3-val jeloljiik a k. gépen ennek a feladatnak az optimumat, akkor a PESP optimuméra ebbdl
az

LB3 = max LB3 (2.11)

1<k<m
als6 korlatot kaphatjuk. Az LB3 als6 korlat O(mnlogn) idében kiszamithat6. Az LB3 alsé
korlatot hasznélja a [15]-beli B&B algoritmus.

Az eddigi als6 korlatoknal erdsebb korldtokat kaphatunk, ha nem csak egy, hanem két gépre,
mondjuk a k.-ra és az [.-re koveteljiilk meg, hogy egyszerre csak egy munkat munkalhatnak
meg, a tobbi géprdl pedig feltessziik, hogy egyszerre tobb munkdt is megmunkalhatnak. Igy
egy olyan két gépes feladatot kapunk, melyben minden j munkdnak van egy r; rendelkezésre

allasi ideje, egy ¢;; szallitasi ideje, tovabbdegy [; késleltetési ideje, amit az

-1 .
e Py k<l —1
lj _ Zr-k—&-l J (212)
0 itk=10-1,

képlettel definialhatunk. A késleltetési 1d0 azt jelenti, hogy miutdn az els6 gépen befejeztiik a
J munka megmunkaldsat, legaldbb [; id6nek el kell telnie, mig a masodik gépen elkezdhetjiik
megmunkdlni a j munkat. Ezt a 2 gépes PFSP-t szokds F'2|r;,l;,q;|Ciax alakkal jelolni.

Ha az F2|r;l;,q;|Cmax feladatban minden munka rendelkezésre 4ll6 idejét az ry; =

/////

az esetben az F'2|r;,l;,q;|Cax feladat optimuma az
. kil .
min + Ol (J) + min g; (2.13)

képlettel hatdrozhaté meg, ahol CX. (J) a k,l gépekre felirt F'2|/;|Cyyax feladat optimumdval

egyezik meg. Mint azt Rinooy Kan [84] megmutatta, ez utobbi feladat optimadlis litemezését

polinom idében megkapjuk, ha a 2.2. részben ismertetett Johnson algoritmust alkalmazzuk arra

kétgépes PFSP-re, melyben egy j munka megmunkalési ideje az elsé gépen Pp; + [;, mig a
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masodik gépen P,; + [;. Ebbdl azt kapjuk, hogy minden 1 < £ < [ < N esetén a PFSP egy
alsé korlatjat szolgaltatja az
LB4y,y = minry; + CH, (J) + min g (2.14)
jed jed

formula, ahol C*

max

idejét jeloli. Ebbdl a PFSP-re a

(J) a k. és [. gépekhez tartozd F'2|l;,prmu|C.x feladat minimalis atfutdsi

LB4 = max LB4y (2.15)

1<k<I<

alsé korlat adodik.
Az L B4 alsé korlat kiszamitdsdhoz 6sszesen (%) (hiszen ennyi kiilonbozs (k,l), k < [ par van)
2 gépes PFSP-re kell a Johnson algoritmust alkalmazni, igy az L B4 alsé korlat kiszamitadsanak
1d6igénye O(mznlog n). Az LB4 alsé korldtot haszndltédk az [22, 52, 66, 81, 102]-beli B&B
algoritmusok.

Hogy az LB4 korlat kiszdmitdsanak iddigényét csokkentsiik, vehetjiik csak azokat a
parokat, melyeknél | = k + 1 (azaz csak egymdst kovetS gépeket néziink). Igy a PFSP-re
az

— 1 . k 1 .
15 = s, (i + )+ iy oo

als6 korldtot kapjuk, ahol C*

max

(J) a k. és a (k+ 1). gépekhez tartozé F2|l;|Cax relaxalt
optimum értékét jeloli. Mivel L B5 kiszamitasdhoz csak M — 1-szer kell alkalmazni a Johnson
algoritmust egy kétgépes PFSP-re, ezért LB5 kiszamitdsanak az idGigénye O(mnlogn). A
[15, 73] cikkekben a B&B algoritmusok az L B5 alsé korlatot hasznaljak.

Az aldbbiakban ismertetiink egy B&B algoritmust.

Ladhari és Haouari B&B algoritmusa a PFSP-re [51]:
Az algoritmusban a keresési fa gyokere az Osszes permutdcié halmazanak felel meg, mig a
levelek mindegyike egyetlen permuticiot tartalmaz. A keresési fa egy tetszdleges csucsa per-
muticiok egy olyan halmazanak felel meg, melynek az ’eleje’ illetve a *vége’ ismert (pl. a (2,4,-
,-3,0) csucs a (2,4,1,5,3,6) és (2,4,5,1,3,6) permutaciokat tartalmazza). A gyokértdl haladva
ugy jutunk el a levelekig, azaz egy permutdcidig, hogy mindig egy részpermuticidt bdvitiink
egy Uj elemmel, mégpedig vagy a részpermuticio elejét, vagy a végét (az algoritmus rdadasul
ezt a két 1épést felvaltva teszi). Pl. a (6,2,5,4,3,1) permutéacidhoz a (-,-,-,-,—), (6,-,-,-,-,-), (0,-,-,-
- 1), (6,2,-,-,-,1), (6,2,-,-,3,1), (6,2,5,-,3,1), (6,2,5,4,3,1) pontokon keresztiil jutunk el. Nézziik
most ezt egy kicsit részletesebben. A keresési fa egy tetszdleges csucsat egy (oq,02) parral
azonosithatjuk, ahol oy és o2 a munkdk két diszjunk részpermuticidja. A (o7,0,)-nek megfe-

lel6 halmazba azok a permutécidok tartoznak, melyek a o részpermutacioval kezdddnek, a oo
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részpermuticidval végzddnek, és a o4, illetve oy-ben nem szerepld munkak a oy as oy kozott
helyezkednek el. A keresési fa kiindulési csticsdban o; = o5 = (). A kiindulasi legjobb meg-
oldéas a NEH heurisztika altal adott megoldds lesz. A szétvalasztas a kovetkez6képpen torténik:
legyen mondjuk V' = (07,09) a keresési fa egy pontja. Ekkor minden j munkéra, mely nem
szerepel sem o;-ben, sem o,-ben (azaz j még nincsen litemezve), létrehozzuk V-nek egy V;
leszdrmazottjat. [ly médon tehdt n — (ny 4 ny) Gj csticsa lesz a keresési fanak, ahol n és ny
a 01, illetve 05 elemszamit jeloli. Ezutdn mindegyik uj V;-re meghatarozzuk a V;-ben szerepld
permutdciok atfutasi idejének egy als6 korlatjat. Ha valamely V; esetén ez az als6 korldt na-
gyobb, mint a jelenleg ismert legjobb megoldas ért€ke, akkor az optimalis megoldds biztosan
nem lehet a V;-nek megfelel6 permutaciok kozott, vagyis a V; csticcsal nem kell tobbé foglal-
koznunk (passzivva vilik). Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy V; aktiv lesz. A V; csucsok
létrehozésa kovetkezdképpen torténik:

Ha a V' csucsnak a keresési faban a gyokértdl valo tavolsaga paros, ami ekvivalens azzal,
hogy n; + ny pdros, akkor legyen V; = (017,02), azaz a j munkat tegyiik a oy részpermutdci6
végére. Ha a V csticsnak a keresési faban a gyokértdl vald tdvolsaga paratlan, ami ekviva-
lens azzal, hogy ny + n, pdratlan, akkor legyen V; = (oy,j02), azaz a j munkat tegyiik a o
részpermutécio elejére.

Az algoritmus a kdvetkez6 mddon hatarozza meg, hogy melyik csticsot valasszuk szét a kovet-
kez 1épés sordn. Ha a V' csucs szétvilasztasakor létrejovo uj V; csicsok kozt van aktiv, akkor
ezen aktiv V; csucsok koziil vélasszuk ki azt, amelyiknek az alsé korldtja a legkisebb. Ha a V/
csucs szétvdlasztasakor létrejovo uj V; csticsok mindegyike passziv, akkor valasszuk ki a ke-
resési faban az aktiv csicsok koziil a V'-hez legkodzelebbit, és vilasszuk sz€t ezt a csicsot.

Egy V csucs alsé korlatjat az algoritmus a V' csicsnak a gyokértdl valo tavolsagatol fiiggd
moédon hatdrozza. Mivel egy V' = (07,05) clicsnak a gyokértdl vald tavolsdga éppen ng + no,

ezért az eljarast a kovetkez6képpen irhatjuk le:

e Ha0 < nj+ny < L%j , akkor a V'-beli permutécidk alsé korlatjanak meghatarozasahoz
hasznaljuk az L B1 korlatot.

e Ha|%| < ni+n, < [%], akkor szdmitsuk ki LB1(V')-t. Ha V nem vilik passzivvd (azaz
LB1(V) értéke kisebb a legjobb ismert atfutasi id6nél), akkor szamitsuk ki LB4(V)-t, és

legyen ez V' als¢é korlétja.

e Ha |[2| + 1 < ny + ny, akkor el8szor kiszamitjuk LB1(V)-t. Ha V nem valik
passzivva, akkor szamitsuk ki LB4(V')-t. Legyen k* és [* az akét gép, melyre L B4y« ;« =
max;<g<;<y LB4y. Haaz LB4(V) alsé korlat segitségével a V' cstics még mindig nem
vélik passzivva, akkor Haourari és Ladhari B&B algoritmusaval [41] szamitsuk ki a £*,[*
gépeken értelmezett F2|r;,0;,q;,prmu|Chay feladat egy optimdlis megolddsit. Legyen

ennek a megoldasnak a C),,, értéke a V' csucs also korlatja.
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AV csticshoz tartozé also korldtnak ilyen modon valo kiszamitdsanak a kovetkezd a ma-
gyardzata. Az L B4 alsé korlat mindig erésebb az LB1 als6 korlatndl, ennek azonban az az
ara, hogy az L B4 korlat kiszdmitdsa m log n-szer annyi id6t igényel, mint az LB1 korlat
kiszamitdsa. Ezért azokndl a V' csicsokndl, melyeknél a még nem iitemezett munkdk szdma
nagy, megelégsziink az L. B1 alsé korlat hasznélatidval. Amint a nem iitemezett munkdk szidma
egy bizonyos szint ald csokken, akkor ha az L B1 korlattal nem sikeriil passzivva tenni a V'
csucsot, akkor kiszamitjuk az er6sebb L B34 korlétot is. Végezetiil, ha a még nem iitemezett
munkdk szama kicsi és sem az L B1 sem az L. B4 korlat nem teszi a V' csticsot passzivva, akkor

megkeressiik a '2|r;,l;,q;,prmu|Cpax feladat egy optimdlis megolddsat.

A PFSP MILP modelljei

A 2.1.2. részben definidlt klasszikus PFSP-nek szamos MILP modellje ismert. Wagner [110] a 3
gépes PFSP egy csak egész valtozokat tartalmazd MILP modelljét adta meg, melyet késébb Ba-
ker [4] altalanositott M gép esetére. Stafford [95, 96] megmutatta, hogy a Wagner modell meg-
oldasa nem ad megvalésithaté iitemezést, ezért 4j egyenlStlenségek hozzdadasaval kijavitotta
Wagner modelljét. A késdbbiekben Stafford és Tseng [98], Wilson [114] és Stafford, Tseng
és Gupta [100, 101] is aj MILP modelleket adtak a PFSP-re. Stafford és Tseng [97, 99]-ben a
sorrendtdl fiiggd atszerelési idéket tartalmazé PFSP MILP modelljeit irta fel. Manne [65], il-
letve Liao és You [58] a PFSP-nél dltalanosabb job shop iitemezési feladatra mutatott be MILP
modellt. Zhu és Heady [118], illetve Ronconi és Birgin [85] a PFSP azon valtozatara adott
MILP modellt, amikor a célfiiggvény a sietések és késések 0sszege. Ez utdbbi cikkben azt a
feladatot is vizsgaltak, amikor az egymast kovet6 gépek kozott egyéltalan nincsen puffer (ebben
az esetben egy munka elvégzése utan csak akkor vehetjiik le a géprdl a munkat ha a kovetkezd
gép lires).

A PFSP MILP modelljei, annak alapjan, ahogy egy permuticiét leirnak, két csoportba
oszhatok. A Wagner csaldd modelljei gy adnak meg egy permutaciot, hogy a sorrend minden
7 helyére és ¢+ munkdjara megmondjak, hogy az ¢ munka keriil-e a permutaci6 j. helyére. Ezzel
szemben a Manne csaldd modelljei azt mondjdk meg minden (i,j)| i@ < j pérra, hogy az i
munka megeldzi-e a sorrendben a j munkat, vagy sem. A kovetkezokben bemutatjuk a Wagner
csalad, illetve a Manne csalad néhany modelljét. A modellekben a kovetkezd jeloléseket fogjuk
hasznélni:

Adott munkdknak egy kezdeti sorrendje. Minden munkdt a kezdeti sorrendbeli helyével
(2, 1 <14 < N) azonositunk.

Paraméterek:
M agépek szama
N a munkdk szdma
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P.; az i munka a megmunkél4si ideje az r gépen

Folytonos véltozok:

S

;  apermutacid j. munkdjanak a befejezési ideje az r gépen

B,; apermutdcié j. munkdjanak a kezdési ideje az r gépen

C,; a7 munka befejezési ideje az r gépen

Sr;  aj munka kezdési ideje az r gépen

X,; 4all6id6 az r gépen a sorrend j. munkdjanak kezdése elott

Y,;  asorrend j. munkdjanak a varakozasi ideje miutdn befejez6dott a megmunkaldsa

az r gépen

Cmax az atfutési id6.
Binaris valtozok:
Zi; 1, haaz ¢ munka a permutacio j. helyére keriil, 0 egyébként

D;; 1, ha az i munka megel6zi a sorrendben a j munkat, 0 egyébként (i < 7).

A Wagner csalad tagjai
A Wilson modell [114]

A Wilson modell feltételei biztositjak a kovetkezd feltételek teljesiilését:

Minden munka a permutédcié pontosan egy helyére keriil.

N
Y Ziy=1 1<i<N (2.17)
j=1

A sorrend mindegyik helyére pontosan egy munka kertil.

» Zy=1 1<j<N (2.18)

Az elsé gépen a munkdk megmunkaldsa folytonos, vagyis nincsenek all6idok.

N

i=1

A sorrend elsé munk4jat a 0 iddpontban kezdjiik el megmunkdélni az elsd gépen.

B =0 (2.20)
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e A sorrend els6 munkédjinak egyetlen gép el6tt sem kell varakoznia.

N
B+ ) FriZi = Bray l<r<M-1 (2.21)

=1

e Egy munkét csak azutan kezdhetiink megmunkdlni egy gépen, miutdn az adott munkdt

megmunkaltuk az el6z6 gépen.

N
Bij+ Y PuiZij < By 1<r<M-1;2<j<N (2.22)
i=1

e A sorrend (j + 1). munkdjat csak azutdn kezdhetjiik megmunkalni egy gépen, hogy a

sorrend j. munkdjat befejeztiik az adott gépen.

N
Brj—l—ZPm'Zij < Brjt1 2<r<M;2<j<N-1 (2.23)
i=1

e Az atfutasi id6 a sorrend utols6 munkdjdnak az utols6 gépen vald kezdési idejének és

megmunkalasi idejének az 6sszege.

N
Cunax = Bun + > PuiZin (2.24)

=1

A PFSP-re adott Wilson modell a kdvetkez6képpen foglalhat6 dssze:
minimalizaljuk (2.24)-et a (2.17) — (2.23) feltételek mellett.

A TS2 modell

A TS2 modell [101] a kezdési 1d6k helyett a befejezési id6ket haszndlja. A modell

egyenldtlenségei garantaljak a kovetkezo feltételek teljestilését.

e Minden munka a permutéci6é pontosan egy helyére keriil.

N
Y Z=1 1<i<N (2.25)
j=1

e A sorrend mindegyik helyére pontosan egy munka kertiil.

Y Ziy=1 1<j<N (2.26)
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e A permuticié (j + 1). elemének a befejezési ideje egy gépen nem lehet kisebb, mint a
sorrend j. elemének az adott gépen a bejezési idejének és a megmunkalasi idejének az

osszege.

N
Ej+) PiZijn <Eyun,  1<r<M1<j<N-1 (227

i=1
e Egy munka befejezési ideje az (r + 1). gépen legaldbb annyi, mint a munka befejezési
ideje az 7. gépen plusz a munka megmunkalasi ideje az (r + 1). gépen.
N

E,;+ ZPr-i-l,iZij < Ergg, l<r<M-1,1<j<N (2.28)

i=1
e A sorrend elso elemének a befejezési ideje nem lehet kisebb az elsé gépen, mint a meg-

munkalasi ideje az els6é gépen.
N

Z Pz < Eiy (2.29)

=1

e Az atfutdsi 1d0 a sorrend utolso elemének a befejezési ideje az utolsé gépen.

Omax = FEun (230)

A TS2 modell tehat igy foglalhat6 6ssze :
minimalizaljuk (2.30)-et a (2.25) — (2.29) feltételek mellett.

A WST modell
A WST modellt Stafford és Tseng [98] vezett€k be Wagner [110] és Stafford [96] korabbi

munkdinak a felhasznéldsaval. A modell egyenl&tlenségei biztositjak a kovetkez6 feltételek

teljesiilését:

e Minden munka a permutéci6é pontosan egy helyére keriil.

N
Y Zi=1 1<i<N (2.31)
j=1

e A sorrend mindegyik helyére pontosan egy munka kertiil.

Y Ziy=1 1<j<N (2.32)
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e A sorrend els6 munkédja varakozas nélkiil halad végig a gépeken.

Y, =0, 1<r<M-1 (2.33)

e Asorrend (j+1). elemét addig nem kezdhetjiik el az (r +1). gépen, mig be nem fejeztiik

az r. gépen, illetve amig a sorrend j. elemét be nem fejeztiik az (r + 1). gépen.

N N
Z PiZij+ X + Y0 = Z Pr1iZiy+ X1 j + Y5 (2.34)
i=1 i=1

1<r<M-1;1<j<N-1

N
X +Ya+ Z Pz = Xoq11 I1<r<M-1 (2.35)

=1

o Az atfutési id0 az utolsé gépen 1€vé megmunkdldsi és varakozasi idSk osszegével egyezik

meg.

N N
Coax = ¥ _ Pui+ Y Xagp (2.36)
i=1 p=1

A WST modell tehat igy 0sszegezhetd:
minimalizaljuk (2.36)-et a (2.31) — (2.35) feltételek mellett.

A Manne csalad tagjai

A Manne csalad tagjai a sorrend . elemének a kezdési, illetve befejezési ideje helyett az ¢
munka befejezési, illetve kezdési idejét hasznéljak.
A Manne modell

Stafford és Tseng [97]-ben a Manne [65] altal a job shop feladatra adott MILP modellt irtdk
at a PFSP-re. A modellben A egy nagy szamot jelol. A modell feltételei a kovetkezbek:

o Az els6 gépen egyetlen munka sem fejezddhet be kordbban az elsd gépen 1évd meg-
munkalasi idejénél.

Cyi > Py, (1<i<N) (2.37)

e Egy munka befejezési ideje az r + 1 gépen nem lehet kisebb, mint a befejezési ideje az r

gépen plusz a megmunkélési ideje az r + 1 gépen.

Crj+ Prirg < Crany,  1<r<M-1L1<j<N (2.38)

34
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e Hai < jesetén az s munka megel6zi a permutdcidban a j munkat, akkor a 7 munkét csak
akkor kezdhetjiik el egy gépen, ha az + munkat mar befejeztiik az adott gépen. Hasonldan,
ha i < j esetén a 7 munka megel6zi a permutacidban az © munkat, akkor az © munkat csak

akkor kezdhetjiik el egy gépen, ha a j munkat mar befejeztiik az adott gé€pen.

CM—CM—FADMSA—PM, 1§T§M,1§Z<j§N (240)

Vegyiik észre, hogy ha az ¢ munka megeldzi a sorrendben a j munkat, azaz D;; = 1,
akkor a (2.39) egyenl6tlenség automatikusan teljesiil, mig a (2.40) egyenl&tlenség éppen
a kivant feltételt adja meg. Hasonl6an, ha a 7 munka el6zi meg a sorrendben az ¢ munkat,
azaz D;; = 0, akkor a (2.40) egyenldtlenség teljesiil automatikusan, (2.39) pedig €ppen a

befejezési idokre vonatkozo6 feltételt irja le.

e Az atfutdsi id6 nagyobb, mint barmelyik munkdnak az utolsé gépen vald befejezési ideje.

Cmax 2 CMZ'> 1 S l S N (241)

A PFSP-re adott Manne modell tehat a kovetkez6 alakban irhato:
minimalizaljuk (2.41)-et a (2.37) — (2.40) feltételek mellett.

A Liao-You modell

Az eredeti Manne [65] modell (2.39) és (2.40)-nek megfeleld feltételeit Liao és You [58]
egy Uj, nemnegativ q,;; valtozd bevezetésével kapcsoltdk Ossze. (A modellben A ismét egy

nagy szamot jelol). A modell a kovetkez6képpen irhato fel.

e Egy munkat addig nem kezdhetiink el egy gépen, amig be nem fejeztiik az el6z6 gépen.

Sy + Py < Srq1, I<r<M-1,1<j;<N (2.42)

e Ha 1 < j estén az ¢ munka megel6zi a permutdcidban a j munkat, akkor a j kezdési ideje
egy gépen nem lehet kisebb, mint az ¢ befejezési ideje az adott gépen. Hasonldan, ha
1 < 7 estén a 7 munka megeldzi a permutdcioban az ¢ munkat, akkor az ¢ munkat csak

akkor kezdhetjiik el egy gépen, ha a j munkat mar befejeztiik az adott gépen.
Sri — Spj + ADjj — Prj = qpij, I1<r<MI1<i<j<N (2.43)

A= Py — Py > g, 1<r<M1<i<j<N (2.44)
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Figyeljik meg, hogy ha az ¢ munka megel6zi a ;7 munkdt, akkor (2.43) és (2.44)
egyenldtlenségekbdl éppen a kezdési id6kre vonatkozo feltétel kovetkezik. Tovabba ha
a j munka el6zi meg az ¢ munkat, akkor (2.44) automatikusan teljesiil, mig a (2.43)
egyenlGtlenségbdl, figyelembe véve, hogy a ¢,;; védltoz6 nemnegativ, ismét a kezdési

1dokre vonatkozo feltételt kapjuk.

e Az atfutdsi id6 nagyobb, mint barmelyik munkdnak az utolsé gépen vald befejezési ideje.

C’max Z SMz + Pri7 1 S l é N (245)

A PFSP-re adott Liao-You modell igy 0sszegezhet6:
minimalizaljuk (2.45)-et a (2.42) — (2.44) feltételek mellett.

A Wagner csaldd modelljeiben a bindris véltozok (Z;;, 1 < i,j < N) szdma N2, mig a
Manne csaldd modelljeiben a bindris véltozék (D; ;, 1 < i < j < N) szdma N(N — 1)/2,
vagyis a Wagner csaldd modelljei tobb mint kétszer annyi bindris véaltozoét tartalmaznak, mint
a Manne csaldd tagjai. Ennek ellenére, numerikus tesztek [100, 101] azt mutattak ki, hogy a
Wagner csaldd modelljeivel sokkal gyorsabban oldhatunk meg PFSP-ket, mint a Manne csalad

modelljeivel.

Korlatozas programozas

A Kkorldtozds programozds (constraint programming, CP) egy programozdsi paradigma,
mellyel nagy méreti kombinatorikus problémak modellezhetSk és oldhatok meg hatékonyan.
A korldtozas programozdst szamos teriileten, tobbek kozott a szdmitdgépes grafikdban,
bioldgidban és iitemezési feladatokndl alkalmaztak sikeresen.

Egy korlatozas-kielégitési probléma (constrained satisfaction problem, CSP) a kovet-

kezdképpen foglalhat6 Ossze:
e adott valtozoknak egy X = {x1,x9,...,2,} véges halmaza;

e minden z; viltozéhoz adott egy D; véges halmaz melybdl az x; viltoz6 az értékeit felve-

heti (D; az x; értékkészlete);

e adott korldtozdsoknak egy véges halmaza, mely azt adja meg, hogy milyen

Osszefiiggéseknek kell fennallni a valtozok kozott.

A CSP megolddsan azt értjiik, hogy minden z; véltozéhoz hozzarendeljik a D;
értékkészletének pontosan egy elemét (lekotjiikk az x; valtozot) ugy, hogy az Osszes korlatozas
teljesiiljon. A célunk lehet egy megoldas vagy az 6sszes megoldas megtalalasa is. A korlatozas

optimalizalasi probléma (constraint optimization problem, COP) abban kiilonbozik a CSP-t6l,
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hogy adott egy O : D; x Dy X ... x D,, = R célfiiggvény melyet minimalizdlni (maxima-
lizalni) akarunk. A feladat a vitozok egy olyan lekotésének a megtaldldsa, melyre teljesiil az
0sszes korlatozas és a célfiiggvény értéke minimalis (maximalis).

Egy LP feladatban minden feltétel egy linedris egyenlGtlenség vagy egyenldség. Ezzel
szemben egy COP-ben (CST-ben) nincs ilyen megkotés; egy korlat tartalmazhat példaul nem-
linedris egyenlGtlenséget (pl. 1 - xo < min(x4,x5)) s6t még logikai miveleteket is (pl. z; < 3
vagy r1 > T2). Lényegében azt mondhatjuk, hogy egy, az x1, x5, . .. , x) valtozdkra vonatkozd
¢ korlat nem mas, mint a D X Dy X ... X D) direkt szorzaton értelmezett relacid; a direkt
szorzatnak egy (uq,us, ... ,ux) eleme pontosan akkor eleme a relacionak, ha a valtozoknak az

Ty = Uy, To = Us, ... , Ty = U, lekotésére teljesiil a c korlat.
A Kkorlatozas kielégitési probléma megoldasi modszere

A CSP egy korlétja tetszdleges szamu valtozon lehet értelmezve. Ha egy c korldt egyet-
len valtozot tartalmaz, akkor unaris korlatrol beszéliink. Ha ¢ egy undris korlat, mely az x;
valtozo6t tartalmazza, akkor z;-nek a D; értékkészletébdl elhagyhatjuk azokat az értékeket, me-
lyekre nem teljesiil a c korldt. Ezutdn mér a c korlat a D; dsszes elemére teljesiilni fog, ezért
a c korlétot el is hagyhatjuk a feladatb6l. Ezért feltehetjiik, hogy minden korlat legalabb 2
véltozot tartalmaz. Ha egy korlat pontosan két valtozot tartalmaz, akkor azt binaris korlatnak
nevezziik. Azok a CSP-k, melyekben csak bindris korldtok vannak, dbrdzolhatok egy olyan
graffal, melynek a pontjai a véltozéknak felelnek meg, az élei pedig az él két végpontjdhoz tar-
toz6 valtozokon értelmezett bindris korlatot reprezentaljak. Belathatd, hogy (esetleg 4j valtozok
bevezetésével) minden CSP 4talakithaté olyan CSP-vé, melyben csak bindris korlatok vannak.

Tegyiik fel, hogy van egy olyan CSP-nk, melyben csak binaris korlatok vannak és legyen c
egy bindris korlat, mely az x; és x; valtozok kozott all fenn. Az mondjuk, hogy a feladatnak a
fenti médon megfeleltetett grafban a ¢ korlatnak megfelels (z;,z;) €l él-konzisztens, ha minden
u € D; értékhez létezik olyan v € D; érték, melyre a véltozoknak az x; = u, x; = v lekotése
kielégiti a ¢ korldtot. Ha egy (z;,z;) él nem él-konzisztens, akkor x; értékkészletében létezik
legaldbb egy olyan u ért€k, melyhez nem taldlhato olyan v € D; érték, hogy a valtozoknak
az x; = u, v; = v lekotése kielégitse a ¢ korlatot. Az ilyen u értékek elhagyhatok D;-bdl,
hiszen az x; valtoz6 értéke a feladat egyetlen megoldasdban sem vehet fel ilyen értéket. Ezen
u értékeknek D;-bdl valo torlése utdn a graf (z;,z;) éle mar konzisztens lesz. Ezt az eljarast
nevezziik a c korlat propagalasanak. Ha a graf minden éle konzisztens, akkor magat a CSP-t
él-konzisztensnek nevezziik. Elek egymds utdni propagdldsaval minden CSP él konzisztenssé
tehetd. Az egyik lehetséges mddszer a [63]-beli AC3 algoritmus. Az eljards sordn el6szor az
oOsszes bindris korlatot beletessziik egy () halmazba. Ezutdn kivalasztjuk a () halmaz egy (z;,z;)

valtozokat tartalmaz6 korlatjat, propagalunk ezzel az éllel és elhagyjuk ()-bdl ezt a korlatot. Ha
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a propagalas soran az x; valtozé értékkészlete megvaltozott, akkor az Osszes (zy,x;),k # i
élnek megfelel6 korlatot hozzavessziik a () halmazhoz és iterdljuk az eljarast ddig, amig a @)
halmaz iires nem lesz. Ha az eljards sordn valamely valtoz6 tartomdnya iires lesz, akkor a
feladatnak nincs megolddsa. Az eljaras végén - tehat amikor a () halmaz iires lesz - kapott fel-
adat mdr él-konzisztens lesz. Egy feladat él-konzisztenssé tételére tovabbi eljardsok taldlhatok
[8,9, 11, 71]-ben.

Ha egy feladat él-konzisztenssé tétele sordan a végsé CSP-ben minden D; tartomény egyelemdi,
akkor megkaptuk a feladat egy megoldasat. Ha a propagaldsok segitségével él-konzisztenssé
tett CSP-ben van olyan valtozo, melynek értékkészlete legalabb két elembdl all, akkor még
nem tudjuk a kiindulasi feladat egy megoldasat leolvasni. Ilyenkor kiilonféle keresési tech-
nikdkat alkalmazhatunk, melyeket az aldbbiakban ismertetiink. Miel6tt ezekre a technikdkra
ratérnénk, fontos megjegyezni, hogy dnmagéaban abbdl, hogy egy korlatozas kielégitési feladat
él-konzisztens, nem kovetkezik, hogy a feladatnak van is megolddsa. Egy egyszerl példa erre
egy 3 valtozét tartalmazé CSP, melyben mindegyik valtoz6 az (1,2,3,4,5) szamok valamelyikét
veheti fel, és 3 korlat van melyek azt mondjéak ki, hogy barmely két valtozé 0sszegének 5-nek
kell lennie. Konnyen lathatd, hogy barmely korlat él-konzisztens, a feladatnak azonban még

sincsen megoldésa.

Keresési eljarasok: A keresési eljardsokban a keresési fa minden csicsa tartalmazza az
Osszes valtozo értékkészletét (azaz a D; halmazokat); egy véltozo értékkészlete kiilonbozo
csucsokban kiilonbozd lehet. Ezen kiviil mindegyik csucs lekotott, illetve le nem kotott
véaltozokat is tartalmaz. A lekotott védltozo azt jelenti, hogy a véltozéhoz hozzdrendeljiik
az értékkészletének az egyik értékét. A keresés sordn egy csucs gyermekeit ugy kapjuk,
hogy kivalasztjuk egy még le nem kotott x valtozojat, melynek az értékkészlete mondjuk az
(u1,ug, ... ux) elemekbdl dll. Ekkor az x valtozo értékét uq,us, . .. ,ux-ra régzitve kapjuk az
adott csucs k£ darab gyerekét. Mikor a keresés sordn egy valtozé rogzitésével egy Uj cstcsra
1épiink, mindig valamilyen értelemben konzisztenssé tessziik az 4j csicsot. A két leggyakrab-
ban alkalmazott eljards j csucs konzisztenssé tételére a [10]-beli elore ellendrzés (forward
checking, FC), illetve a [91]-beli él-konzisztencia megorzés (maintaining arc consistency,
MAC) technika, melyeket az alabbiakban ismertetiink. Ha az 0j cstcs konzisztenssé tétele
soran valamely valtozé értékkészlete iires lesz, akkor a fa ezen 4gat mar nem kell tovébb
vizsgalnunk, hiszen nem kaphatunk bel6le megoldast, és visszalépiink egy kordbbi csticsra. Ha
az Uj csucs konzisztenssé tétele utdn minden valtozo értékkészlete egyetlen elembdl all, akkor
megkaptuk a feladat egy megoldasat. Végezetiil ha az Uj csucs konzisztenssé tétele utan 1étezik
olyan véltozd, melynek az értékkészlete legalabb 2 elembdl all, akkor generdljuk a fentiek
szerint ennek az Uj csucsnak egy gyerekét és folytassuk tovabb az eljarast. Az eldre ellendrzést,
illetve €élkonzisztencia megdrzést hasznald keresési eljarasok ismertetéséhez feltessziik, hogy

a CSP minden korldtja binaris. Ha a keresés sordn a keresési fa tartalmazza egy csicsanak
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valamely lekotetlen = valtozdjdhoz tartozé Osszes gyerekét, akkor azt mondjuk, hogy az adott

csucsot mar atvizsgaltuk.

Elore ellenorzést hasznalo keresés:

1. 1épés

2. 1épés

3. 1épés

4. 1épés

5. 1épés

Tegylik el6szor a korlatozds programozdsi feladatot él-konzisztenssé. A keresési fa
gyokér csomopontja az €l-konzisztenssé tett feladat D, értékkészleteit tartalmazza,
tovdbba minden véltoz6 kotetlen. Ha a gyokérben valamely valtozo értékkészlete
tires, akkor a feladatnak nem létezik megolddsa. Ha a gyokérben minden véltoz6

értékkészlete egyetlen elembdl all, akkor megkaptuk feladat egy megoldasat.

Vilasszuk ki a keresési fanak azt a legkés6bb létrehozott P pontjat, melyet még
nem vizsgéltunk at, tartalmaz le nem kotott valtozot és melyben minden véltozo
értékkészlete nemiires. Ha ilyen cstics nem 1€tezik, akkor a feladatnak nincs meg-

oldasa.

Ha P-nek még nincs gyereke a faban, akkor a még le nem kotott valtozok koziil
valasszunk ki egyet (legyen ez mondjuk ) és = értékkészletébdl valasszunk ki egy u
értéket. Ha P-nek mér vannak gyerekei a faban, melyek az = véltoz6éhoz tartoznak,
akkor x értékkészletébdl valasszunk ki egy olyan u értéket, melyre a csicsnak az

r = u lekotéssel 1étrehozhat6 gyereke még nem szerepel a faban.

A 3. 1épésben kivélasztott x valtozdval és u értékkel hozzuk 1étre a faban az v = u
lekotéssel P egy dj gyerekét melyet P’-vel jeliiliink. (P’ tehat eggyel tobb lekotott
valtozot tartalmaz, mint P.) Vegyiik azokat a korldtokat, melyek az = véaltozén
kiviil még egy P-ben le nem kotott valtozot tartalmaznak. Jeldljiik ezen korldtok
halmazat C'-vel. A P-beli, le nem kotott valtozokhoz tartozé értékkészletekbdl ki-
indulva €l propagdlasok segitségével tegyiik a C' halmazt él-konzisztenssé. P’-ben
egy le nem kotott valtozo értékkészlete legyen a valtozénak a C' él-konzisztenssé

tétele sordn kapott értékkészlete.

Ha P’-ben minden le nem kotott valtozo értékkészlete egy elemet tartalmaz, akkor
megkaptuk a feladat egy megolddsat. Ha valamely valtozé értékkészlete iires lesz,
akkor a fanak ezen az 4gén nem létezik a feladatnak megoldédsa. Ilyenkor ugorjunk
a 2. 1épésre. Ha P’-ben egyik valtozo értékkészlete sem tires és van olyan valtozo,

melynek értékkészlete legalabb 2 elembdl all, akkor ugorjunk a 2. 1épésre.

Az ismertetett keresés 4. 1€pése az el6re ellendrzés eljards. Ennek a Iényege tehat az, hogy

amikor a keresési fa egy 1j csucsdnak létrehozasakor egy x véltozé értékét lekotjiik, akkor

2z 2

az Osszes, a kés6bbiekben lekdtendd véltozd értékkészletébdl kidobjuk azokat az értékeket,
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melyek valamelyik korlat miatt “ellentmondanak” x ezen lekotésének. Igy egy viltozé
lekotésekor a kordbban lekotott valtozokkal méar nem kell foglalkoznunk, hiszen egy olyan
korlat, mely egy mar kordbban lekotott valtozot €s az éppen most lekotott valtozot tartalmazza

biztosan teljesiilni fog.

El-konzisztencia megorzést hasznalo keresés:

1. 1épés Tegyiik eldszor a korlatozas programozasi feladatot €l-konzisztenssé. A keresési fa
gyokér csomopontja az €l-konzisztenssé tett feladat D; értékkészleteit tartalmazza,
tovabba minden véltoz6 kotetlen. Ha a gyokérben valamely valtozé értékkészlete
tires, akkor a feladatnak nem létezik megoldasa. Ha a gyokérbn minden valtozo

értékkészlete egyetlen elembdl all, akkor megkaptuk feladat egy megoldasat.

7

2. 1épés Valasszuk ki a keresési fanak azt a legkésébb 1étrehozott P pontjat, melyet még
nem vizsgéaltunk &t, tartalmaz le nem kotott valtozot €és melyben minden valtozo
értékkészlete nemiires. Ha ilyen csucs nem létezik, akkor a feladatnak nincs meg-

oldasa.

3. 1épés Ha P-nek még nincs gyereke a faban, akkor a még le nem kotott valtozok koziil
valasszunk ki egyet (legyen ez mondjuk ) €s = ért€ékkészletébdl valasszunk ki egy u
értéket. Ha P-nek mér vannak gyerekei a faban, melyek az x valtozéhoz tartoznak,
akkor x értékkészletébdl valasszunk ki egy olyan u értéket, melyre a csicsnak az

x = u lekotéssel 1étrehozhaté gyereke még nem szerepel a faban.

4. 1épés A 3. 1épésben kivalasztott x valtozdval és u értékkel hozzuk létre a faban az v = u
lekotéssel P egy dj gyerekét melyet P’-vel jeliiliink. (P’ tehat eggyel tobb lekotott
valtoz6t tartalmaz, mint P.) Vegyiik azokat a korlatokat, melyeknek mindkét
valtozdja a P csucs még le nem kotott valtozoi kozii keriil ki. Jeldljiik ezen korlatok
halmazat C'-vel. A P-beli, le nem kotott valtozokhoz tarlmazé értékkészletekbdl ki-
indulva €l propagdlasok segitségével tegyiik a C' halmazt él-konzisztenssé. P’-ben
egy le nem kotott valtozo értékkészlete legyen a valtozonak a C' él-konzisztenssé

tétele soran kapott értékkészlete.

5. 1épés Ha P’-ben minden le nem kotott valtozo értékkészlete egy elemet tartalmaz, akkor
megkaptuk a feladat egy megolddsat. Ha valamely valtoz6 értékkészlete lires lesz,
akkor a fanak ezen az 4gdn nem létezik a feladatnak megoldasa. Ilyenkor ugorjunk
a 2. 1épésre. Ha P’-ben egyik véltozo értékkészlete sem iires és van olyan valtozo,

melynek értékkészlete legaldbb 2 elembdl all, akkor ugorjunk a 2. 1épésre.

Lathato, hogy az él-konzisztencia megdrzést haszndlé keresés a 4. 1épésben tér el az

el6re ellendrzést hasznald kereséstdl. Mig az FC-t hasznél6é keresésben a 4. 1épésben csak
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azokat a korlatokat vizsgaljuk meg, melyek az djonnan lekotott valtozé mellett egy késdbb
lekdtendd valtozot tartalmaznak, addig a MAC-et hasznalo keresésben az 6sszes olyan korlatot
megnézziik, melyek nem tartalmaznak kordbban lekotott véltozokat, igy a MAC-et hasznédld
keresésben a 4. 1épésbeli C' halmaz tobb korlatot tartalmaz, mint az FC-t haszndl6 keresés 4.
1épése. Ezért a MAC-et hasznal6 keresés 4. 1épése tobb 1dot igényel, mint az FC-t hasznélo
keresés 4. 1épése, cserébe viszont a MAC-et haszndld keresés jobban tudja redukalni a késébb
lekdtendd valtozok értékkészletét mint az FC-t hasznal6 keresés és igy kisebb keresési fahoz
vezethet.

Mind az FC-t, mind a MAC-et haszndld keresésben amikor egy olyan csucsra ugrunk
melynek még nincs gyereke a fdban, akkor ki kell valasztanunk a cstics egy még le nem
kotott x valtozojat melynek lehetséges lekotéseivel kapjuk meg a csucs gyerekeit. Arra,
hogy a lehetséges véltozok koziil melyiket valasszuk ki, tobb mdodszer is 1étezik. A véltozok
vélasztdsdnak sorrendje lehet statikus, amikor is el6re meghatdrozzuk a valtozék sorrendjét
és a véltozok lekotését ezen sorrend szerint végezziik el, illetve lehet dinamikus, amikor is
a lekotendd véltozo fligg a keresés aktudlis allapotatdl. A valtozé dinamikus kivalasztasara
szamos heurisztika 1étezik. Az egyik gyakran hasznalt heurisztika a first-fail eljaras, melynek
sordn mindig azt a valtozot valasztjuk ki a még le nem kotott valtozok koziil, melynek az
értékkészlete a legkevesebb elembdl all. Ha tobb véltozonak is ugyanannyi elembdl all az
értékkészlete, akkor egy masik ismert heurisztika azt a valtozot vélasztja, amelyik a legtobb
korlatban szerepel.

Miutan kivalasztottuk az elagazdshoz a kovetkezd valtozot, el kell donteniink, hogy milyen
sorrendben vélasztjuk a valtozé tartomanyaban szerepld értékeket (milyen sorrendben fogjuk a
csucs gyerekeit meglatogatni). Ennek eldontésére szintén léteznek statikus, illetve dinamikus
heurisztikdk. Mehta és Dong [68] hdrom statikus heurisztikdt mutatott be a valtozok értékének
valasztdsara. A heurisztikdk 1ényege, hogy minden valtozo minden értékéhez hozzarendeliink
egy sulyt, mely a keresés alatt valtozatlan marad. Amikor a keresés sordn egy le nem kotott
valtozot lekotiink, akkor az értékeit a sulyok szerinti csokkend sorrendben rendeljiik hozz4 a
valtozéhoz. Egy x viltoz6 u értékének sulyat ugy kapjuk, hogy minden olyan y véltozora,
mellyel z szerepel egyiitt egy korldtban, meghatirozzuk, hogy y-nak hany olyan v értéke van,
melyre az x = u, y = v lekotésekre teljesiilnek a korldtok. Az x valtozd u értékének sulyat
ezen szamok lapjan kapjuk; az egyik heurisztikdban ezen szamok Osszege, egy masikban ezen
szamok szorzata lesz az u sulya. Az értékek rendezésére dinamikus heurisztikdkat ismertettek
a [30, 33, 109] cikkekben. Frost és Dechter [30]-ban négy dinamikus heurisztikat ismertetett az
értékek sorbarendezésének problémdjara. Mindegyik heurisztikanak az az otlete, hogy mindig
azt az értéket prébaljuk vdlasztani, amelyik a legnagyobb eséllyel van benne egy megoldéasban.
Példaul az egyik heurisztika mindig azt az értéket valasztja, mely a még le nem kotott valtozok

értékei koziil a lehetd legtobbel kompatibilis.
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A korlatozas optimalizalasi feladat megoldasa

A korlatozas optimalizdlasi feladat megoldhaté korldtozds kielégitési feladatok meg-
oldasanak segitségével. Ez torténhet példaul az aldbbi modon. Tegyiik fel, hogy adott egy
COP az O célfiiggvénnyel. Vegyiink fel egy 1j xy valtozdt és a feladathoz adjuk hozza az
xg = O(z1,x9,...,r,) korldtot. Az xy véltozé értéke tehat a célfiiggvény értékével lesz
egyenld. Oldjuk meg el6szor a COP feladat korlatait tartalmazé CSP-t. Amikor a keresés soran
kapunk egy megoldédst, melyben a célfiiggvény, azaz x( értéke K, akkor a CSP feladathoz
adjuk hozzd az o < L — 1 feltételt és folytassuk tovabb a keresését. Az eljaras akkor all meg
amikor a feladatnak nem létezik az 6sszes korlatozast kielégité megolddsa. Ekkor az utoljara
talalt megoldas az eredeti COP feladat optimélis megoldésa lesz.

Ha a COP feladat esetén rendelkezésiinkre 4ll az optimum egy alsé korlatja (L) és fels6
korlatja (U B), akkor a feladatot egy dichotom kereséssel is megoldhatjuk. El6szor adjuk hozza
a korlatozasok halmazéhoz az xy < (UB + LB)/2 feltételt és oldjuk meg a CSP-t. Ha a
korlatozas kielégitési feladatnak 1étezik X megolddsa, akkor U B értékét irjuk at O(X)-re, ha
pedig nem létezik megoldédsa, akkor LB értéke legyen (UB + LB)/2 és iterdljuk az eljrast.
A keresés az LB = U B esetben all meg, ilyenkor megtaléltuk az optimélis megoldast. Ezt az

eljarast hasznalta példaul Kovécs et al. [50] ipari litemezési feladatok megoldasara.

A permutacios flow shop feladat korlatozas programozas modellje

A PFSP MILP modelljeihez képest a CP modellben egy permutécié egyszertien megadhat6
azzal, hogy minden ¢ indexre megmondjuk, hogy melyik munka keriil a permutaci6 :. helyére.
A CP modell felirasa soran feltessziik, hogy minden megmunkalasi 1d6 egész szam. A

modellben a kdvetkezd valtozokat fogjuk hasznalni:

Egész értéki valtozok:

Sy;  aj munka kezdési ideje az r gépen

T 7, ha a permutdcio . helyére a 7 munka kertiil.
A PFSP egy CP modellje a kovetkez6képpen irhat6 fel:
e A sorrend minden helyére pontosan egy munka keriil.

v €{12,...,N} 1<iN (2.46)
v # 1<i<j<N (2.47)
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e A kezdési id6k nemnegativ egész szdmokot vehetnek fel a [0,//] intervallumbdl, ahol W/
az optimdlis megolddsban a kezdési id6k egy felsd becslése (W példaul lehet az Gsszes

gépen az Osszes megmunkdalasi idének az 6sszege).

S;ef{01,.... W} 1<r<M1<j<N (2.48)

e Egy munkdt csak azutan kezdhetiink megmunkadlni egy gépen, hogy az el6z6 gépen befe-

jeztiik a megmunkdalasat.

Syy+FPy< Sy 1<r<M-11<j<N (2.49)

e Egy munkat csak azutdn kezdhetjiik el megmunkélni egy gépen, hogy a sorrendben &t
kozvetleniil megel6z6 munkat befejeztiik az adott gépen.

Spas 4 Prgy < Spay  1<r<M1<i<N-1 (2.50)

o Az atfutési id6 az utols6 munkdnak az utolsé gépen val6 befejezési idejével egyezik meg.

min Cmax = SM@N + PM@]\/ (251)

A (2.47) feltételhez hasonléan szdmos feladat tartalmaz olyan korlatozast, hogy bizonyos
valtozok értékeinek paronként kiilonboz6nek kell lenniiik. A hatékonyabb propagécié miatt erre
a feltételre a CP rendszerekben bevezettek egy ugynevezett globdlis korlatot, az alldif ferent
korlatot. Az alld:f ferent korlattal val6 propagélds sordn a CP rendszerek egy pédros grafban
keresnek teljes parositast (a korlat részletes ismertetése megtaldlhaté [108]-ban). A (2.47)
feltétel tehat igy irhat6 fel hatékonyabban:

alldif ferent(xy,xq,...,2N) (2.52)

A PFSP egy lehetséges CP modellje igy 0sszegezhetd:
minimalizaljuk (2.51)-ot a (2.46), (2.52, (2.48) — (2.50) feltételek mellett.

A PESP fenti CP modelljében a (2.47) globalis korlat kivételével az Osszes korlat binaris.
Az S,; valtozok értékkészlete kezdetben egy [0,11/] intervallumba esd egész szamokkal egye-
zik meg. Az intervallum bal oldali végpontja a j munkédnak a lehetséges legkorabbi kezdési
idejét adja meg az 7 gépen, mig a jobb oldali végpontja a £k munkdnak a lehetséges legkésébbi
kezdési idejét adja meg az r gépen. Az élekkel valé propagélds sordn egy .S,; valtoz6 esetén
az értékkészletéhez tartozo intervallumnak vagy a jobboldali végpontja csokken, vagy a balol-
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dali végpontja novekszik. Alljon példaul az Sy; véltozo értékkészlete az (aq,b,), mig az S,
valtozonak az értékkészlete az (az,by) intervallum egész szdmaibol. Ekkor az (.S,;,5,+1,;) élnek
megfeleld (2.49) korléttal val6 propagélds utdn az S, ; valtozo értékkészletében
by := min(by,by — P,;) lesz.

A kiilonbozd iitemezé€si feladatok korlatozas programozds technikdval valé megoldésa soran
az intervallum konzisztencia tesztek [16, 106] nagyon hatékonynak bizonyultak. Ezen tesz-
tek segitségével a PESP-ben azt tudjuk megvizsgélni, hogy melyik munka lehet a sorrend elsd,

illetve utolsé eleme. Tegyiik fel példaul, hogy mondjuk egy r gépen a munkdk lehetséges

legkorabbi kezdési idejei rendre (a1, as,...,an) és a lehetséges legkésdbbi befejezési idejei
(b1, ba, ... by ). Ha létezik olyan ¢+ munka, hogy minden j # i munkara
aj + ZPN > max (b + Py (2.53)

egyenldtlenség teljesiil, akkor ebbdl az kovetkezik, hogy a permuticié elsd elemének az ¢
munkdnak kell lennie. Az egyenlStlenség ugyanis éppen azt jelenti, hogy barmely olyan per-
muticio esetén, melyben nem az ¢ munka van az els6 helyen, az  gépen az utolsé munka
befejezési ideje mindig nagyobb lesz, mint a munkdknak az adott gépen 1évd legkésdbbi be-
fejezési idejeinek a maximuma. Hasonld jellegii teszt segitségével szerezhetiink a permutécid

utolso elemére vonatkozo6 informaciot.
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3. fejezet

Ismétlodo permutatacios flow shop
probléma (R-PFSP)

3.1. Az R-PFSP definiciéja

Az iparban a gyartésorok ilitemezési feladatai sordn sok esetben a megmunkalandé munkadara-
bok nem mind kiilonb6zdek. Ilyenkor rdaadasul az 6sszes munkadarabhoz képest a kiilonboz6
tipusi munkadarabok szdma altaldban kevés (példaul 10 tipusi motor mindegyikébdl sze-
retnénk hiszat Osszeszerelni, azaz Osszesen 200 munkadarabunk van). A kiemelt gyakorlati
jelentdségiik miatt az ilyen iitemezési feladatoknak megfeleld specialis PESP feladatokra [38]-
ban bevezettiik az ismétlodo permutacios flow shop probléma (R-PFSP) fogalmat.

Ismétl6dd permutacios flow shop probléménak nevezziik azon PESP-ket, melyben vannak azo-
nos tipusi munkadarabok. Két munkadarab akkor azonos tipusd, ha megmunkdldsi idejiik
mindegyik gépen megegyezik. Mig /N darab kiilonb6z6 munkadarab esetén a lehetséges per-
mutaciok szama N!, addig az olyan R-PFSF-ben, melyben 7' kiilonbz6 tipus van és az egyes

tipusokbdl rendre ny,ns, ... ny darab van (ny + ns + ... np = N), a lehetséges permutaciok

N!
nylnglnpl!”

mutdciok szdma, igy a keresési tér is jelentdsen csokkenthetd.

szdma Ez azt jelenti, hogy figyelembe véve az ismétlédéseket, a lehetséges per-

3.2. Az R-PFSP modelljei

A kovetkezOkben bemutatjuk az R-PFSP harom MILP modelljét, melyeket [38]-ban vezettiink

be. A modellekben a kovetkezd jeloléseket fogjuk alkalmazni:

Paraméterek:

M a gépek szdma

N a munkadarabok szama

T a kiilonb6z6 tipusok szama

45



DOI: 10.15477/SZE.MMTDI.2017.009

ny a t tipusi munkadarabok szdma (1 <t <T; > n; = N)

P, az 1 tipusd munkadarab megmunkélési ideje az r gépen

Folytonos valtozok:

Cyj a sorrend j. helyén all6 munkadarab megmunkalasinak befejezési ideje az r gépen
B, a sorrend j. helyén all6 munkadarab megmunkéldsanak kezdési ideje az r gépen

X all6ido az r gépen a sorrend j. munkadarabjanak a megmunkdldsanak a kezdése el6tt
Y, a sorrend 7. munkadarabjanak a varakozasi ideje a pufferban, miutin megmunkaltak az

az r gépen

Cmax  atfutdsi idé.

Binaris valtozok:

L értéke 1, ha a sorrend j. helyére egy 7 tipusu munka kertil, kiilonben az értéke 0.

3.2.1. Az R-Wilson modell

Az R-Wilson modell [38] Wilsonnak [114] a PFSP-re adott MILP modelljének az R-PFSP-
re valé6 moédositott valtozata. Az R-Wilson modell feltételei biztositjak a kovetkezd feltételek

teljestilését:

e Az tipusi munkadarabok szdma a permutaciéban pontosan n;.

N
> Zy =, 1<i<T (3.1)
j=1

e A sorrend mindegyik helyére pontosan egy tipusi munkadarab keriil.

T
> Zy=1, 1<j<N (3:2)
=1

e Az elsd gépen nincsen 4ll61do.

T
By + Z P Zi; = B ja I<j<N-1 (3.3)
=1

e A sorrendben elsé munkadarabot az elsd gépen a 0 id6pontban kezdjiik el megmunkélni.

B11 — 0 (34)
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A sorrendben els6 munkadarabnak egyetlen gép elott sem kell varakoznia.

T
B+ Y PriZn = Bryi l<r<M-1 (3.5)

=1

Addig nem kezdhetjiik meg egy munkadarab megmunkalasat egy gépen, mig az el6z6

gépen be nem fejeztiik az adott munkadarab megmunkalasat.

T
B+ PuZij < B, I<r<M-12<j<N (36
=1

Egy munkadarab megmunkélasat addig nem kezdhetjiik el egy gépen, mig a sorrendben

ot kozvetleniil megel6z6 munkadarab megmunkalasat be nem fejeztiik az adott gépen.
T
Byj+ ) FriZij < Brjni 2<r<M;2<j<N-1 (37
i=1

Az atfutasi 1d6t szeretnénk minimalizalni.

T
min Chax = Bun + Y PaiZin (3.8)

i=1

Az R-PFSP-re adott R-Wilson modell a kovetkezOképpen Osszegezhet6:
Minimalizéljuk (3.8)-at, az (3.1) — (3.7) feltételek mellett.

3.2.2. Az R-TS2 modell

A [38]-ban bevezetett R-T'S2 modell a [99]-beli MILP modellnek a médositott valtozata az
R-PFSP-re. Az R-TS2 modell egyenl6tlenségei garantaljék a kovetkezd feltételek teljesiilését:

e Az tipusi munkadarabok szdma a permutdciéban pontosan n;.

N

T
> Ziy=1, 1<j<N (3.10)
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A sorrendben (j + 1). munkadarab befejezési ideje egy gépen nem lehet kisebb, mint a
sorrend j. munkadarabjanak a befejezési ideje ugyanazon a gépen plusz a sorrend (5 +1).

munkadarabjanak a megmunkalasi ideje az adott gépen.

T
er+ZPriZi,j+1§CT,j+la I<r<M1<j<N-1 (3.11)

i=1

Egy munkadarab befejezési ideje egy gépen nem lehet kisebb, mint a munkadarabnak
a befejezési ideje a megel6z6 gépen plusz a munkadarab megmunkalési ideje az adott

gépen.

T
Crj + ZPrH,iZij < Crirygs I<r<M-1,1<j<N (3.12)
i=1

A sorrend els6 munkadarabjat az els6 gépen nem lehet korabban befejezni, mint a sorrend

elsé munkadarabjanak a megmunkakdsi ideje az els6 gépen.
T
> PuZy <Chn (3.13)
i=1

Az atfutdsi 1d6 a sorrend utolsé elemének a befejezési ideje az utolsé gépen.

min Cmax = OMN (314)

Az R-PFSP-re adott R-TS2 modell a kdvetkezOképpen Osszegezhetd:
Minimalizéljuk (3.14)-et, az (3.9) — (3.13) feltételek mellett.

3.2.3. Az R-WST modell

A harmadik MILP modell, a [38]-ban bemutatott R-WST modell Wagner [110], illetve Stafford
és Tseng [95] modelljeinek a mdédositdsa az R-PFSP feladatra. Az R-Wilson és R-TS2 model-
lekkel ellentétben az R-WST modell a gépek alldidejét (Y. ;) és a munkadarabok vérakozasi
idejét (X, ;) hasznalja az egyenl6tlenségekben a munkadarabok kezdési, illetve befejezési ideje

helyett. Az egyenl6tlenségek biztositjak a kovetkezo feltételek teljesiilését:

Az ¢ tipusd munkadarabok szdma a permutdciéban pontosan n;.

N
> Ziy=m, 1<i<T (3.15)
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e A sorrend mindegyik helyére pontosan egy tipusti munkadarab keriil.

> Zi=1, 1<j<N (3.16)

e A sorrend els6 munkadarabjanak a megmunkaldsa folyamatos, azaz egyetlen gép el6tt
sem kell varakoznia.
Y1 =0, 1<r<M-1 (3.17)

7

e Asorrend (j + 1). tagjat addig nem kezdhetjiik el egy gépen, mig az el6z6 gépen be nem

fejeztiik, illetve mig a sorrend j. tagjat be nem fejeztiik ugyanezen a gépen.

T T

Z PriZijpr+ Xej1 + Yo = Z Poi1iZij+ Xop1 1+ Y (3.18)

i=1 =1
1<r<M-1;1<j3<N-1

Ahhoz, hogy jobban lithat6 legyen, hogy ez az egyenlGtlenség a fenti két dolgot fejezi
ki, képzeljiik el a sorrend j. tagjanak az r gépen val6 befejezési illetve a sorrend (5 + 1).
tagjanak az r 4+ 1 gépen a kezdési ideje kozti id6t. Ezt az id6t kétféleképpen is nézhetjiik.
Egyrészt miutan az r gépen befejez6dott a j. munka, a gépnek van egy alldideje, mieltt
elkezdjiik megmunkdlni a sorrend (j+1). tagjat (ez éppen X, ;11). Ezutdn megmunkaljuk
az r gépen a sorrend (j + 1). tagjat, majd a (j + 1). munkadarab a pufferban véarakozik,
hogy elkezdhessiik megmunkadlni az (r + 1) gépen (ez a varakozasi id6 Y, ;). Ezen 3
tag Osszege éppen az egyenlStlenség bal oldala. Méshogyan is kiszamithatjuk azonban
ezt az 1d6kozt: miutdn az r gépen befejezddott a j. munka, a pufferban varakozik, hogy
elkezdhessiik megmunkadlni az (r + 1) gépen (ennek az ideje Y; ;). Ezutdn megmunkaljuk
az (r+1) gépen a sorrend j. munkadarabjat, majd ezutdn az (r+ 1) gépen van egy all6id6
a sorrend (j + 1). munkadarabjdnak elkezdéséig (ez az id6 éppen X, 11 ;j+1). Ezen harom

tag Osszege éppen az egyenldtlenség jobb oldalat adja.

o Tetszbleges r gépen az els6 munka el6tti al16id6 megegyezik a sorrend elsé munkajanak
az els6 r — 1 gépen valé megmunkalasi idejének Osszegével.
T
X+ Yn+) PiZa=Xepn  1<r<M-1 (3.19)

i=1

//////
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0sszegének Osszegével.
T N
min Chax = » i Pari + > Xagp (3.20)
i=1 p=1

Az R-WST modell az alabbi médon foglalhato 6ssze:
Minimalizéljuk (3.20)-at, az (3.15) — (3.19) feltételek mellett.

3.3. A PFSP és R-PFSP modelljei komplexitasanak osszeha-

sonlitasa

Linedris programozasbol jol ismert, hogy egy vegyes egészértékli programozasi feladat-
ban szerepld egészértékil-, illetve folytonos véltozok szama, tovabba a feladatban szerepld
egyenldtlenségek szdma is fontos szerepet jatszik a feladat megolddsanak “nehézségi fokaban”™.
Ebben a részben ezen harom mennyiség alapjan 6sszehasonlitjuk a klasszikus PFSP-nek az iro-
dalombdl kordbban ismert 3 modelljét (Wilson, TS2, WST), illetve az R-PFSP-re bevezetett
Uj modelleket. A PFSP és R-PFSP modelljei komplexitasat a 3.1 tablazatban foglaltuk Ossze.
A tablazatbodl jol lathatd, hogy az alapvetd eltérés a klasszikus PFSP modelljei, illetve a nekik

3.1. tablazat. A PFSP és R-PFSP modelljei komplexitdsa

modell bindris valtozok folytonos valtozok egyenl6tlenségek
Wilson N? MN 2MN - M+ N+1
WST N? 2MN — N +1 MN+M+N+1
TS2 N? MN +1 2MN — M+ N+1
R-Wilson NT MN 2MN — M +T+1
R-WST NT 2MN — N +1 MN+M+T+1
R-TS2 NT MN +1 2MN —-M+T+1

N = munkék szama, M = gépek szdma, T = tipusok szdma

megfeleld R-PFSP-beli modell kozott, hogy az R-PFSP-beli modell mindig kevesebb, neveze-
tesen 7'/N-szer annyi bindris véaltozét tartalmaz, mint a neki megfeleld klasszikus modell. Ez
abbdl adddik, hogy az ismétlodések figyelembevételénél a sorrend mindegyik helyére (/N darab
hely) elég volt megadni, hogy milyen tipusi munka keriil oda (7' lehetdsé€g), mig a klasszikus
modelleknél minden helyre meg kell adni, hogy milyen munka (/V lehetdség) keriil oda. A foly-
tonos valtozok szdma a klasszikus modellekben és a nekik megfeleld R-véltozatban megegye-
zik, mig az R-PFSP-beli modellek a klasszikus valtozathoz képest kevesebb egyenldtlenséget
tartalmaznak. Ez ismét az ismétlédések figyelembevételébdl adodik: az R-PFSP-nél minden

tipusra fel kell irni, hogy az adott tipusbdl 6sszesen hany munka van (7' egyenlGtlenség), mig a
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PFSP-nél minden munkara meg kell adni, hogy pontosan 1 van bel6le (N egyenl&tlenség).

Az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modelleket egymassal Oszehasonlitva l4thatd, hogy
mindhdrom modell ugyanannyi bindris véltozot tartalmaz. Az R-Wilson modell tartalmazza
a legkevesebb folytonos valtozo6t, ennél az R-TS2 modell eggyel tobb folytonos véltozot tar-
talmaz. Azt mondhatjuk, hogy az R-WST modell nagyjabol kétszer annyi folytonos valtozot
tartalmaz, mint az R-Wilson, illetve az R-TS2 modellek. Ez abbdl adédik, hogy az R-Wilson,
illetve az R-TS2 modellek a munkadaraboknak a gépeken a kezdési, illetve a befejezési idejét
hasznéljak az egyenl6tlenségekben, mig az R-WST modell a gépeken az egyes munkadarabok
el6tti 4ll6idSket €s a munkadaraboknak a gépek utani varakozasi idejét hasznélja a feltételekben.
A legkevesebb egyenlStlenség az R-WST modellben szerepel. Az R-Wilson és R-TS2 mo-
dellekben megegyezik a feltételek szama, és mindkét modell koriilbeliil kétszer annyi feltételt
tartalmaz, mint az R-WST modell.

3.4. Az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modellek relaxaltjai op-

timumanak osszehasonlitasa

Egy MILP modell esetén, melyben a célfiiggvénynek a minimumat keressiik, ha a modellben
szerepld egész értéki valtozoktdl nem koveteljiilk meg az egészértékiiséget, akkor a modell egy
relaxacidjat kapjuk. A relaxdcio egy LP feladat, melynek az optimuma az eredeti feladat egy
alsé korlatjat adja . A CPLEX [24] is ezt az als6 korldtot haszndlja kiindulasi korlatként, igy egy
feladat kiilonbozé MILP modelljeinek 6sszehasonlitdsdnal 1ényeges lehet megvizsgalni, hogy
melyik relaxdltnak a legkisebb az optimuma.

Az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modellek mindegyike a Z;; binaris véltozokat hasznalja,
igy mindharom modell relaxdltjaban azt koveteljiik meg, hogy a Z;; véltoz6k mindegyike 0 és
1 kozotti valds szam legyen. Megmutatjuk, hogy az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modellek

relaxaltjainak az optimuma megegyezik.

3.1. Tétel. Az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modellek relaxdltjainak az optimumértéke megegye-
zik.

Bizonyitas E16szor megmutatjuk, hogy az R-TS2 modell relaxaltjanak az optimuma legfel-
jebb annnyi, mint az R-Wilson modell relaxaltjanak az optimuma. Vegyiik ehhez az R-Wilson
modell relaxaltjdnak egy optimalis megoldésat; legyenek az optimélis megoldasban szerepl6
valtozok értékei 77, (1 < @ < T,1 < j < N)é B, (1 <r < M, 1 < j < M).
Ezen véltozokra tehat teljesiilnek a (3.1) — (3.7) korlatozé feltételek, é€s az R-Wilson modell
relaxdltjanak az optimuma pedig B¢,y + Z;‘FZI PriZy .

Legyenmost 1 <r < Mésl<j < Nesetén C7; = By, —i—ZZ.T:l P.;Zj;. Megmutatjuk, hogy a
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Z7; €s CF; értékek az R-TS2 modell relaxdltjanak egy megoldasat adjak, azaz teljesiilnek rdjuk
a (3.9) — (3.13) feltételek.

Mivel az R-Wilson modell (3.1) feltétele megegyezik az R-TS2 modell (3.9) feltételével,
ezért a ij értékekre teljesiil a (3.9) feltétel. Hasonldan, az R-Wilson modell (3.2) feltétele
megegyezik az R-TS2 modell (3.10) feltételével, igy a Z;; értekek kielégitik a (3.10) feltételt.
Az R-Wilson modell (3.3) és (3.7) feltételei szerint

T
B+ Y PuZy < B, 1<r<M;1<j<N-1
i=1
Mindkét oldalhoz hozzdadva a Y., P, Z¢

it kifejezést és felhasznélva hogy ng = ng +
S"i_y PriZ%, azt kapjuk, hogy

T
Coit D) PiZljn <Cly,  1<r<M1<j<N-1
i=1
azaz a ij, C’fj értékekre teljesiil az R-TS2 modell (3.11) feltétele. Az R-Wilson modell (3.5)
feltétele szerint
T
B+ > PuZ < By, 1<r<M-1;1<j<N.
i=1
Mindkét oldalhoz hozzdadva a ZiTzl P11, 27; kifejezést €s felhaszndlva a CY; definicidjat azt

T
C£j+ZPT+1’iZ%§Cf+1,jv 1<r<M-1,1<j<N

i=1
azaz a /?

i C’,‘?j értékekre teljesiil az R-TS2 modell (3.12) feltétele. A (3.4) feltétel szerint
By, = 0,1gy

T T
Z PliZiol S Blol "— Z PliZfl — 011
=1 =1

vagyis a (3.13) feltétel is teljesiil. Tehdt a Z7, C7; értékekre teljesiil az R-TS2 modell

Osszes feltétele. Tovabba a (3.8) és (3.14) alapjan az R-TS2 modell relaxaltjdnak a ij, C’,‘?j
értékekhez tartozd célfiiggvényértéke megegyezik az R-Wilson modell relaxaltjanak az opti-
mumadval, amibdl az kdvetkezik, hogy az R-TS2 modell relaxdltjdnak az optimuma legfeljebb
annyi, mint az R-Wilson modell relaxéltjanak az optimuma.

Most megmutatjuk, hogy az R-WST modell relaxaltjanak az optimuma legfeljebb annyi,
(1<i<T,1<j<N)

mint az R-TS2 modell relaxaltjanak az optimuma. Legyen ehhez Z7,
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és C°.

Tj’

(1<r<M,1<j < M)azR-TS2 modell olyan optimalis megoldasa, melyben

T
Ch =Y PuZy é C4+ ZPMZ a=C%,, 1<r<M-1 (3.21)

i=1 i=1

teljesiil (ilyen megoldas 1€tezik). Definidljuk az X7, és Y,?; értékeket a kovetkez8képpen:

T
X9 = Cy—> PuZj, 1<r<M
i=1
Xy = —-C° ZPZ;’], 2<j<N,1<r<M
T
Y9 = Coyy—Cl =Y PiZy, 1<j<N1<r<M-1
=1

Megmutatjuk, hogy a (Z7;, X7;, Y,5) értékek az R-WST modell relaxdltjdnak egy lehetséges
megoldasat adjdk. Az R-TS2 modell (3.11), (3.12) feltételei és (3.21) miatt az igy definialt
X i YT‘; valtozok mindegyike nemnegativ. Mivel az R-WST modell (3.15) és (3.16) feltételei
megegyeznek az R-TS2 modell (3.9) és (3.10) feltételeivel, ezért a Z;; értékek teljesitik az R-

WST modell relaxdltjdnak a (3.15) és (3.16) feltételeit. A (3.21) miatt

T
Yr01:Cf+1,1_ofl_zpr+1,izf1:07 I<r<M-1

=1

azaz az Y9 értékekre teljesiil az R-WST modell (3.17) feltétele. Szintén a (3.21)-t felhasznélva
azt kapjuk, hogy

T T T
o . o o __ /o o o __
Xy = Clya— E P28 = C) + E P12 — E P23 =

i=1 i=1 =1

T
= X2 +> PiZy 1<r<M-1

=1

ami azt jelenti, hogy az X7, értékekre teljesiil az R-WST modell (3.19) feltétele. Most fejezziik
kia Cp 4 ;1 — CF; killonbséget kétféleképpen. Egyrészt
T
Clijmn = O = Ol = Ol + Gl = OF = X + Z Bri1iZijn +

i=1

T
+ Y.+ Z P27
i=1
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Maisrészt
T
Clogn =0 = Ol =Gl #0000 — O = Yo+ Z PrvriZijn +
=1
T
+ X2+ > PuZli
=1
A kétféle felirds dsszehasonlitasabol azt kapjuk, hogy
T T
XPirgin Y54 D PrnaZiy = Y0+ X0 + ) Pl
=1 =1

teljestil minden 1 < r < M — 1,1 < 5 < N — 1 esetén, ami pontosan azt jelenti, hogy

a (Z5, X7, V%) értékekre teljesiil az R-WST modell (3.18) feltétele. Beldttuk tehdt, hogy
a (27, X7, Y5) értékek az R-WST modell relaxdltjdnak egy lehetséges megolddsét adjék.
Végezetiil

N T N T
Coun = Can+ Y (Coj = Chuin) =Xon + > PuiZi + > (X3, + Y PanZf) =

J=2 i=1 j=2 i=1
T N
= E n; - PMz’ + E XMp
=1 p=1

ami azt jelenti, hogy az R-WST modell relaxaltjdnak a (Z{fj,Xq?j,

oldasdhoz tartozo célfiiggvényértéke megegyezik az R-TS2 modell relaxaltjdnak optimumaval.

Y%) megengedett meg-

Ezért az R-WST modell relaxéltjanak az optimuma legfeljebb annyi, mint az R-TS2 modell

relaxéltjdnak az optimuma.

Most megmutatjuk, hogy az R-Wilson modell relaxdltjdnak az optimuma legfeljebb annyi,
mint az R-WST modell relaxdltjdnak az optimuma. Legyen ehhez (Z7;, X7;, V) az R-WST
modell relaxdltjdnak egy optimdlis megolddsa. El8szor megmutatjuk, hogy minden 1 < 7 <

N, 2 <r < M esetén fennall az

T T
Z X5+ Z Z Pz = Z Xﬁ—l,i + Z Z P17} + YTO_LJ- (3.22)

ii<j ili<j 1=1 ii<j ili<y 1=1

egyenldség. A bizonyitdst j-re vonatkozo teljes indukcidval végezziik. A 7 = 1 esetben azt kell

bizonyitanunk, hogy
T

X=X 11+ Z P12 + Y2,

i=1
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ami viszont éppen az R-WST modell (3.19) feltétele, igy valoban teljesiil. Tegyiik fel ezutan,
hogy a (3.22) egyenlet telesiil valamely 1 < j esetén. Ekkor

T
Z X7+ Z ZPTZZZZZ +ZZPTIZZZ+X’I‘]+1+ZP’I‘ZZL7_

i)i<j+1 z‘\z'<j+1 =1 ii<j ili<j 1=1
]

= z: 1l+§:§:PT 1lle+Y 1]+X7“J+l+§ PrlZl] g X_

i<y ii<j =1 =1 1)<y

T
o o

+ g g Pz + X 1J+1+Y 1g+1+§:Pv" LiZij1 = E: X

ili<j 1=1 ili<j+1

T
o o

D DD DY A RV SR

ili<j+1 1=1

Ezzel belattuk, hogy a (3.22) allitas j + 1 esetén is igaz (a bizonyitds masodik sordnak az els6
egyenldségénél az indukcids feltevést, mig a méasodik sor végén 1€vS egyenldségnél az R-WST
modell (3.18) feltételét hasznéltuk), ezért az allitds minden j-re teljesiil.

Definialjuk ezek utan a B,; ért€keket a kovetkezd modon: legyen

T
=Y X0+ > Y Pz

i)i<j ili<j =1

Megmutatjuk, hogy a (ij, By;) értékek kielégitik az R-Wilson modell relaxdltjdnak a feltételeit
a (3.3) és (3.4) feltételek kivételével. Mivel az R-WST €s R-Wilson modellek els6 két feltétele
megegyezik, ezért a (ij) értékekre teljesiil az R-Wilson modell relaxéltjaban a (3.1) és (3.2)
feltétel. Az R-WST modell (3.19) feltételébdl és a BY, valtozok definicidjabdl azonnal kovet-
kezik, hogy a (Z7;, By;) értékekre teljesiil a R-Wilson modell (3.5) feltétele. A By, értékek
definicigjat, a (3.22) egyenldséget €s az Y’ értékek nemnegativitasat felhasznalva azt kapjuk,

hogy

T
Bl = Z X+ Z Z P2y = Z Xt Z Z PuZi + Y5 =

= i<y 1=1 ili<j ili<j =1
T

:Z +ZZPrlZlZ+ZP”Zl]+Y;3’:Bg,j+ZPTiZ[oj+}/;,?2
ili<j ili<j 1=1 —

> B2 + Z Pz,
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azaz teljesiil az R-Wilson modell relaxaltjanak a (3.5) feltétele. Hasonléan adddik, hogy

T T
B, j1 = Z X7+ Z ZP’“ZZ;;:ZX:i+ZZPTlZ§+X2j+1+

ili<j+1 ili<j+1 =1 ii<j ili<j =1

T T T
+Y PuZy =B+ Xejn + Y PuZy > BG+ Y Pl
i=1 i=1 i=1

azaz teljesiil az R-Wilson modell (3.6) feltétele. Végezetiil a definicio alapjan

T N T
ST P> X8, = By + Y PauiZiy
i=1 p=1

=1

azaz az R-Wilson modell relaxdltjdban a (Z7;,

By;) értékekhez tartozo célfiiggvény értéke meg-
egyezik az R-WST modell relaxéltjanak az optimumaval.

A (ij, B;’j) értékek tehat kielégitik az R-Wilson modell relaxaltjanak feltételeit a (3.3) és (3.4)
feltételek kivételével. Csokkentsiik ezutdn a 3y ; értékeket tigy, hogy a (3.3) és (3.4) feltételek is
teljesiiljenek. A tobbi feltétel tovabbra is teljesiilni fog és a célfiiggvény értéke sem csokkenhet.
Ebbdl mar kovetkezik, hogy az R-Wilson modell relaxaltjanak az optimuma legfeljebb akkora,
mint az R-WST modell relaxaltjdnak az optimuma.

Igy tehat azt kaptuk, hogy az R-TS2 modell relaxaltjanak optimuma legfeljebb annyi, mint az
R-Wilson modell relaxaltjdnak az optimuma; az R-WST modell relaxdltjanak optimuma leg-
feljebb annyi, mint az R-TS2 modell relaxéltjanak az optimuma; mig az R-Wilson modell re-
laxaltjdnak az optimuma legfeljebb annyi, mint az R-WST modell relaxéltjanak az optimuma.
Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modellek relaxéltjainak az

optimuma megegyezik.

3.5. Benchmark feladatok

A modellek 6sszehasonlitdsahoz kétféle kisérletet végeztiink el. Az 1. kisérletben kis méretii
feladatokon a futési id6k alapjan 0sszehasonlitottuk egymassal az R-TS2, R-Wilson és R-WST
modelleket, illetve dsszehasonlitottuk a TS2, Wilson és WST modelleket az R-verzidjukkal.
Ehhez egy 20 celldbdl all6 tesztkészletet hoztunk létre. Minden celldhoz 5 tesztfeladat tarto-
zott, az azonos cellaban 1évd feladatokndl az M és N értékek megegyeztek. Az M értékei a
{6,7,8,9,10} halmazbdl, T értékei pedig a {6,7,8,9} halmazbdl keriiltek ki. Az ismétlédések
szdma minden példdban 5 volt, azaz a munkék szdma {30,35,40,45} lehetett.

A masodik kisérletben az R-TS2, R-Wilson és R-WST modelleket nagy méretli feladatokon
hasonlitottuk dssze a a legjobb célfiiggvényértékek, illetve az alsé korlatok alapjan. Ehhez egy
12 celldbdl 4ll6 tesztkészletet hoztunk létre 5 feladattal cellanként. A gépek szdma a {20,25}
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halmazbdl, a tipusok (7') szdma a {10,15} halmazbdl mig a munkak szdma a {120,180,240}
halmazbdl keriilt ki. Minden tipusbdl ugyanannyi munka volt, azaz ny = ny--- = np = N/T
teljesiilt. Ezen kiviil a 2. kisérletben azt is megvizsgaltuk, hogy a CPLEX 3 lehetséges pa-
raméterének modositdsa milyen hatdssal van a modellek altal adott megoldasokra. Mivel a
szakirodalomban a PFSP kiilonb6z6 megoldé modszereit a Taillard-féle tesztkészleten [104]
szoktdk 0sszehasonlitani, ezért a megmunkalési idket mind a kis, mind a nagy méretli példak
esetén a Taillard tesztkészlethez hasznélt médon generdltam: minden megmunkélési id6 egy, az

[1,99] intervallumbdl véletlenszerlien vdlasztott szam volt.

3.6. Futasi eredmények

3.6.1. Az R-PFSP modelljeinek az osszehasonlitasa Kis méretii feladato-

kon

Az R-Wilson modell a 100 feladat mindegyikében megtaldlta az optimalis megoldast a 10
perces idOkorlat alatt. Az R-TS2 modell 1 feladatndl nem taldlta meg 10 perc alatt az op-
timalis megoldast (a kapott legjobb célfiiggvényérték 2223, mig az optimum 2215 volt). Az
R-WST modell 3 esetben nem adott optimalis megoldast; ezekben a példdkban a kapott legjobb
célfiiggvényértékek (az optimumok) (3212(3181); 2240(2215); 2369(2868) voltak. A model-
lek futési idejének cellankénti atlagat, illetve szordsat a 3.2. tablazat tartalmazza.
A 20 cellabol 15-nél az R-Wilson modellé, 3 cellandl az R-WST modellé, 2 celldnal pedig az
R-TS2 modellé volt a legkisebb atlagos futdsidé. A futdsid6k szordsa 15 cellandl az R-Wilson
modellnél, 3 celldndl az R-TS2 modellnél, 2 cellandl pedig az R-WST modellnél volt a legki-
sebb. A 100 feladatbdl 44-nél az R-Wilson modell, 37-nél az R-WST modell és 19 esetben az
R-TS2 modell adta meg leggyorsabban az optimalis megoldast. A 3 modellt az egyes felada-
tokon a futdsidd szerinti novekvd sorba rendezve a 100 feladaton az R-Wilson modell atlagos
rangja 1,76, az R-WST modell atlagos rangja 2,05 mig az R-Wilson modell atlagos rangja 2,21
volt. Mindezek alapjian azt mondhatjuk, hogy a kis méretii feladatokndl a futasidék alapjan a
legjobb az R-Wilson modell, 6t a kdveti az R-WST modell és a harmadik az R-TS2 modell.
Ezutin minden celldban a legnehezebb feladatot (vagyis Osszesen 20 feladatot)
megprobéltuk megoldani a Wilson, TS2 és WST modellekkel is. A futdsidoket a 3.11. tablazat
tartalmazza. Az R-Wilson modell mind a 20 feladatnal 10 percnél kevesebb 1d6 alatt megadta
az optimalis megoldast, az R-TS2 és R-WST modellek 1 feladatndl (M = 10,7 = 7 esetén)
nem adtak 10 percen beliil optimdlis megoldast. Ezzel szemben a klasszikus modellek csak a 6
illetve 7 gépes feladatokat tudtdk megoldani 10 percen beliil. 8 gép esetén a Wilson modell 1,
az TS2 és WST modellek 3, 9 gép esetén a Wilson és WST modellek 1, a TS2 modell 2, mig 10
gép esetén a Wilson modell 3, a TS2 és WST modellek 4 feladatnal nem adtak meg 10 percen
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3.2. tablazat. Az R-PFSP modelljei futdsi idejének atlaga és szordasa a kis méretdi feladatoknal
(mésodpercben)

Atlag Szoras

M T R-TS2 R-Wilson R-WST R-TS2 R-Wilson R-WST

6 6 1,71 0,65 0,79 1,89 0,48 0,67
7 0,66 062 051 0,38 0,31 0,38
8 088 0,69 0,9 0,56 0,35 0,51
9 1,08 003 047 0,87 0,81 0,20
76 3,3 284 4,08 6,12 5,02 811
7 1,35 0,61 2,55 1,21 0,35 3,04
8 1,52 1,32 1,97 2,16 1,60 2,17
9 098 0,76 1,02 0,62 0,61 1,09
8 6 3,38 3,04 2,94 3,01 3,82 3,08
7 479 640 9,63 8,12 10,51 19,10
8 898 8,08 10,57 11,96 1384 16,63
9 23565 124,78 * 236,83 128,39 *
9 6 9,66 6,00 16,06 17,06 8,79 25,19
7 2,79 3,02 4,58 2,95 2,59 4,35
8 10,77 6,62 6,91 13,65 6,44 4,75
9 884 503 13,98 8,84 543 18,80
10 6 7,62 501 13,31 777 497 14,32
7 £ 213,52 * * 201,46 *
8 49,58 26,97 * 88,82 35,57 *
9 34,06 17,63 71,66 57,07 30,32 128,02

T = tipusok szama, M = gépek szdma, munkdk szdma N = 5T
*: legalabb 1 feladat esetén nem kaptunk optimélis megoldast a 10 perces
futasidé alatt

beliil az optimalis megolddst. Abban az esetben, amikor a futdsidén beliil nem kaptunk op-
timéalis megoldast, a 3.11. tdblazatban zardjelben feltiintettiik a kapott célfiiggvényértéknek az
optimumtdl val6 relativ eltérését, azaz a 100 - (Cmo%l — ) /Cop értéket, ahol C1o%! 3 mo-
dell altal az adott feladatra kapott legjobb célfiiggvényérték, C,, pedig a feladat optimuma. Az
R-Wilson modell mind a 20 celldban joval kevesebb id6 alatt adta meg az optimélis megoldast
(pl. M = 10, T = 6 esetén tobb mint 28-szor gyorsabb volt), mint a Wilson modell (s&t, a
Wilson modell 5 feladatnal nem is adott optimdlis megoldést). Az R-TS2 modell a 20-bdl 19
feladatndl joval gyorsabb (pl. M = 8, T' = 6 estén tobb mint 18-szor) volt, mint a TS2 modell
(a TS2 modell 8 feladatnal nem is adott optiméalis megoldast a futdsidé alatt); 1 feladatnal
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3.3. tablazat. A TS2, Wilson, WST, R-TS2, R-Wilson és R-WST modellek futasideje (masodpercben),
illetve zaréjelben a kapott célfiiggvényértéknek az optimumtdl valé relativ eltérése, amikor nem kaptunk
optimdlis megoldast

M T R-TS2 R-Wilson R-WST TS2  Wilson WST
6 6 2,13 1,45 1,61 6,32 10,70 38,61
7 1,15 1,09 1,10 3,62 3,93 2,61
8 1,83 1,24 1,56 6,30 5,61 3,95
9 2,58 2,37 0,49 8,01 7,09 5,47
7 6 14,24 11,80 18,59 140,16 137,53 119,99
7 3,04 1,12 9,45 11,85 12,51 159,08
8 5,35 4,11 5,11 41,88 47,60 90,75
9 1,36 1,87 2,78 7,03 10,93 5,93
8 6 7,96 9,62 7,75 147,19 171,56 122,56
7 19,28 24,95 43,76 *(0,90) 377,85 *(0,09)
8 29,42 33,43 39,39 *(0) 460,17 *(0,03)
9 539,68 125,29 522,83 *(0,51)  *(1,05) *(0,18)
9 6 40,06 21,39 60,02 *(0,45)  *(0,70) *(1,10)
7 6,68 5,71 10,00 51,99 46,92 40,73
8 34,10 17,41 12,29 *(0,23) 82,96 86,46
9 13,40 8,03 45,57 119,21 57,22 257,87
10 6 15,94 8,97 29,78 *(0) 523,134 *(0
7 *(0,36) 592,97  *(1,13) *(2,03 5

8 186,58 87,90 362,56 *(1,55)  *(1,73) *(1,04
9 134,86 71,51 297,71 *(0,09)  *(0,09) *(0,09
T = tipusok szama, M = gépek szama, munkdk szdma N = 5T
*: nem kaptunk optimdlis megoldast a 10 perces futdsidd alatt

)
) #(1,94) *(0,9
|

(M = 10, T = 7 esetén) sem az R-TS2 sem a TS2 modell nem adott optimalis megoldast;
ennél a feladatnal az R-TS2 modellnek az optimumtdl valé relativ eltérése joval kisebb volt,
mint a TS2 modellé (0,36, illetve 2,03). Az R-WST modell a 20-b6l 19 feladatnal joval (pl.
M = T7,T = 7 esetén tobb mint 17-szer) gyorsabb volt, mint a WST modell (a WST modell
8 feladatnal nem 1s adott optimalis eredményt). Egy feladatnal (M = 10, 7" = 7) sem az
R-WST sem a WST modell nem adott optimalis eredményt 10 perc alatt; ebben az esetben
a WST modellnek az optimumtdl valé relativ eltérése egy kicsit kisebb volt, mint az R-WST
modellé (0,95, illetve 1,13). Tovabba a 20 feladatbdl 19 esetben az R-TS2, R-Wilson és R-WST
modellek leglassabbika is gyorsabban oldotta meg az adott feladatot, mint a TS2, Wilson, WST
modellek koziil a legjobb. Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy az 1j modellekkel
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(R-Wilson, R-TS2, R-WST) nagyobb feladatok, €s gyorsabban oldhatok meg, mint a klasszikus
modellekkel (Wilson, TS2, WST).

3.6.2. Az R-PFSP modelljeinek az osszehasonlitasa nagy méreti felada-

tokon

A nagy méretii feladatok esetén azért, hogy a futdsidd alatt a CPLEX biztosan taldljon kezd6
megoldast, mindegyik modellnél megadtam a munkdk egy kiinduld sorrendjét (azaz a Z;;
bindris véaltozok értékét adtam meg, €s ezzel a kezd6 megoldédssal indult el a CPLEX.) A kiin-
dulé megoldas a kovetkezd volt: a sorrend elejére kertiltek az elsd tipust munkak, ket kovették
a masodik tipusd munkdk és igy tovabb.

A 60 feladat koziil az R-TS2 és R-Wilson modellek két feladatban adtak optimalis meg-
oldast, mig az R-WST modell egy feladatnél adott optimalis megoldast (a futdsidén beliil). A
harom modell koziil az R-TS2 modell 12, az R-Wilson modell 18 mig az R-WST modell 34
esetben esetben adta a legjobb eredményt (azaz a legkisebb felsd korlatot). Az R-TS2 modell
33, az R-Wilson modell 31 mig az R-WST modell 22 esetben esetben adta a legjobb (azaz
legnagyobb) also korlatot.

Minden feladat esetén meghataroztam mindhdrom modell relativ eltérését (RELGAP-jét) is
az aldbbi modon:

'modell
C —L best

RELG AP egen = 100 - mazvmodell

ahol C™o%!l 3 modell 4ltal az adott feladatra kapott eredmény, Ly.s; pedig a hdrom modell 4ltal
kapott 3 alsé korlat maximuma. A RELGAP értékek cellankénti atlagét, illetve szorasat a 3.4
tablazat tartalmazza.

Az R-WST modellnek mind a 12 cella esetén az atlagos RELGAP-je és a RELGAP-ek
szorasa 1s kisebb volt, mint az R-Wilson modellnek. A 12 cellabdl 9-ben az R-WST atlagos
RELGAP-je kisebb volt, mint az R-TS2 modellé, tovdabba 10 cellanidl az R-WST modell
RELGAP-jének szorésa kisebb volt, mint az R-TS2 modellé. Az R-TS2 modellnek 6 celldban
volt kisebb az 4tlagos RELGAP-je, mint az R-Wilson modellé és az R-TS2 modell RELGAP-
jének szoérasa 8 celldban volt kisebb, mint az R-Wilson modellé. Az eredmények alapjin azt
mondhatjuk, hogy a nagy méretli feladatokon a CPLEX alapbeéllitasait haszndlva és trividlis
kiindulé megoldast megadva a RELGAP-ek alapjan az R-WST modell volt a legjobb, mig az
R-TS2 és R-Wilson modellek nagyjabdl egyforman teljesitettek.

Ezutan megvizsgaltam, hogy a CPLEX bedllitasai befolyédsoljadk-e a harom modell rang-

sorat. Harom bedllitdsi opciot vizsgéltam:
e cgy adott csucsban hogyan vélasszuk ki a szétvalasztando valtozot (varsel)

e milyen intenzitdssal alkalmazzunk vagasokat (cuts)
60



DOI: 10.15477/SZE.MMTDI.2017.009

3.4. tablazat. RELGAP értékek atlaga és szorasa

Atlag Szo6ras

T M N R-TS2 R-Wilson R-WST R-TS2 R-Wilson R-WST

10 20 120 141 1,05 0,72 1,17 1,23 0,79
10 20 180 6,93 5,87 2,43 10,61 10,74 1,89
10 20 240 0,62 5,89 1,62 0,68 11,57 2,55
10 25 120 3,26 5,43 4,25 2,15 5,89 4,17
10 25 180 10,81 7,81 3,49 13,46 10,69 4,08
10 25 240 14,62 12,01 6,17 12,00 15,61 3,95
15 20 120 550 12,53 6,46 6,16 14,38 5,43
15 20 180 12,80 13,17 5,04 12,32 9,05 2,31
15 20 240 9,54 17,5 3,29 921 10,15 3,25
15 25 120 8,60 9,70 5,74 3,68 4,26 2,55
15 25 180 17,78 14,38 8,30 10,47 821 6,41
15 25 240 17,40 1542 451 12,06 10,01 5,39

T = tipusok szama, M = gépek szdma, N = munkdk szdma, cellanként 5 feladat
Minden tipusbdl ugyanannyi darab van: ny = ngy = -+ =np = N/T
10 perces futdsido; CPLEX alapbeallitasai

e milyen gyakran alkalmazzuk a csucs heurisztikat (heurfreq).

Mindhédrom opcidndl 2 lehetséges bedllitast vizsgaltam. A varsel opciéndl az egyik bedllitas
az alapbedllitds volt, amikor is a szétvalasztand6 valtozot automatikusan valasztjuk (varsel=0),
mig a masik bedllitds az erds vagdsok hasznalata volt (varsel=3). A cuts opciondl az egyik
beallitas szintén az alapbedllitas volt, amikor automatikusan generdljuk a vagasokat (cuts=0)
mig a mésik esetben agresszivan probdlunk vagasokat generdlni (cuts=2). A heurfreq opcidnal
az egyik beallitas szintén az alapbeadllitds volt (heurfreq=0), mig a masik esetben minden hu-
szadik csticsnal alkalmaztuk a cstics heurisztikdt (heurfreq=20). Igy a hirom opciét figyelembe
véve Osszesen 8-féle beallitas volt. Mindegyik beallitas leirhaté egy szamharmassal, ahol az
elsé szam a varsel opci6 értékét (0 vagy 3), a mdsodik szdm a cuts opcid értékét (0 vagy 2) a
harmadik pedig a heurfreq opci6 értékét (0 vagy 20) adja meg.

Mind a 8 bedllitas esetén megvizsgiltam, hogy az egyes modellek a 60 feladatbol hany
esetén adtdk a legjobb eredményt, hany esetben adtdk a legjobb alsé korlétot, illetve mennyi volt
az egyes modellek rangjanak az atlaga a legjobb eredmények, illetve az als6 korlatok esetén. A

rangszamitdsnal a kovetkez&képpen jartam el: ha egy feladatnél 2 modell keriilt holtversenyben
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az elso helyre (2. helyre), akkor mindkét modell rangja 1,5 (2,5) lett, mig harmas holtverseny
esetén mindharom modell rangja 2 lett (igy mindegyik feladatnél a hdrom modell rangjénak az

0sszege mindig 6 volt). Az eredményeket a 3.5. és 3.6. tdblazatok tartalmazzak.

3.5. tablazat. Az R-PFSP modelljeinek 6sszehasonlitasa a fels6 korlatok alapjan a CPLEX kiilonb6z6
bedllitasai esetén a nagy feladatokon

Hény esetben adott legjobb Rangok atlaga a célfiiggvény-

célfiiggvényértéket értékek alapjan
v ¢ h R-TS2 R-Wilson R-WST R-TS2 R-Wilson R-WST
0 0 0 12 18 34 2,18 2,22 1,6
3 0 0 12 11 40 2,16 2,3 1,54
0 2 0 11 10 43 2,25 2,37 1,38
0 0 20 10 18 35 2,3 2,06 1,64
3 2 0 8 12 42 2,34 2,25 1,4
3 0 20 14 16 32 2,27 2,07 1,67
0 2 20 14 14 34 2,17 2,1 1,73
3 2 20 18 14 32 2,17 1,99 1,88

v = varsel opci6 € {0,3}, ¢ = cuts opci6 € {0,2}, h = heurfreq opcié € {0,20}
Osszesen 60 feladat; M € {20,25}, N € {120,180,240}, T € {10,15}
10 perc futasidd

A 3.5. tablazatbdl lithatd, hogy mind a 8 bedllitds esetén az R-WST modell adta a
legtobb feladatndl (mindegyik bedllitdsndl az esetek legalabb 53 szdzalékdban) a legkisebb
célfiiggvényértéket és mindegyik bedllitasnal az R-WST modell rangja volt a legkisebb, azaz a
3 modell koziil a legjobb célfiiggvényértékek alapjan mindegyik bellitdsndl az R-WST modell
volt a legjobb. A tadbldzat alapjan tovdabba azt mondhatjuk, hogy a legjobb célfiiggvényérték
alapjan az R-TS2 és R-Wilson modellek a bedllitastol fiiggetleniil nagyjabdl egyformén tel-
jesitettek. Igy osszességében az mondhat6, hogy a kiilonboz6 bedllitisok a modellek legjobb
célfiiggvény szerinti sorrendjét nem befolyasoltak. A 3.6. tablazatbdl az olvashato ki, hogy
a modelleknek az alsé korldtok szerinti sorrendjét befolydsolta a bedllitds. A 8 bedllitasbol
3 esetben ((v,c,h) € {(3,0,0),(0,0,20),(3,2,20)}) az alsé korlatok szempontjabdl a 3 modell
nagyjabol azonos eredményeket adott. 3 bedllitasnél ((v,c,h) € {(0,0,0),(0,2,0),(3,2,0)}) az R-
Wilson és R-TS2 modellek jobb als6 korldtokat adtak, mint az R-WST modell, az R-Wilson és
R-TS2 modellek koz6tt viszont nem volt kiilonbség. Egy bedllitasndl (v,c,h) = (0,2,20) az R-
Wilson modell adta a legjobb alsé korlatokat, mig a két mdsik modell eredményei 1ényegesen
nem tértek el egymadst6l. Végezetiil a (v,c,h) = (3,0,20) bedllitds esetén az alsé korlatokat
tekintve a WST modell volt a legjobb, 6t kovette az R-Wilson modell, majd az R-WST modell.

Ezutdn megvizsgédltam, hogy melyik modell és melyik beallitdssal adja a legjobb
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3.6. tablazat. Az R-PFSP modelljeinek 6sszehasonlitdsa az alsé korlatok alapjan a CPLEX kiilonb6z6
bedllitdsai esetén a nagy feladatokon

Hény esetben adott legjobb Rangok atlaga az als6
alsé korlatot korlatok alapjan
v ¢ h R-TS2 R-Wilson R-WST R-TS2 R-Wilson R-WST
0 0 0 33 31 22 1,83 1,94 2,23
3 0 0 29 34 32 2,05 1,94 2,01
0 2 0 35 40 20 1,85 1,78 2,37
0 0 20 25 26 33 2,06 2,04 1,9
3 2 0 33 36 27 1,9 1,92 2,18
3 0 20 22 29 39 2,24 2,05 1,71
0 2 20 24 36 27 2,05 1,87 2,07
3 2 20 29 30 32 2,01 1,98 2,01

v = varsel opci6 € 0,3, ¢ = cuts opci6 € 0,2, h = heurfreq opcié € 0,20
Osszesen 60 feladat; M € {20,25}, N € {120,180,240}, T € {10,15}
10 perc futasidd

célfiiggvényértéket, illetve legjobb alsé korldtot. Igy 6sszesen 24 mdédszert (3 modell x 8

beallitas) hasonlitottam Ossze. Az egyes modszerek rangjait a 3.7. tdblazat tartalmazza.

3.7. tablazat. A 24 mddszer (modell x beallitas) 6sszehasonlitdsa a CPLEX kiilonbozd beallitasai esetén
a nagy feladatokon

Rangok atlaga a legjobb Rangok éatlaga az alsé

célfiiggvényérték alapjan korlatok alapjan
v ¢ h R-TS2 R-Wilson R-WST R-TS2 R-Wilson R-WST
0 0 0 13,09 13,84 8,54 10,97 11,65 14,48
3 0 0 1563 15,90 10,31 9,02 8,58 8,04
0 2 0 1545 16,78 9,93 12,33 11,06 15,16
0 0 20 12,18 11,38 6,97 15,68 15,38 15,58
3 2 0 16,72 16,61 10,23 9,16 9,51 11,31
3 0 20 13,23 12,08 8,61 13,83 13,13 10,83
0 2 20 13 12,08 9,64 15,62 13,13 15,76
3 2 20 13,96 12,76 11,05 13,27 13,15 13,41

v = varsel opci6 € {0,3}, ¢ = cuts opcié € {0,2}, h = heurfreq opci6 € {0,20}
Osszesen 60 feladat; M € {20,25}, N € {120,180,240}, T € {10,15}
10 perc futdsidé

63



DOI: 10.15477/SZE.MMTDI.2017.009

A 3.7. tablazat szerint a célfiiggvényértékek alapjan a legkisebb rangja az R-WST modell-
nek a heurfreq= 20 bedllitassal volt. Erdemes megjegyezni, hogy az R-WST modellt a 8 koziil
barmelyik bedllitassal haszndlva a kapott mddszer rangja (a legjobb célfiiggvényérték alapjan)
kisebb mind a 16, az R-TS2, illetve R-Wilson modellt haszndlé médszer rangjanal. Az R-WST-t
tartalmaz6 modszerek tovabbi 6sszehasonlitdsdhoz minden feladatnédl az R-WST modell mind a

8 bedllitdsdhoz kiszdmitottam az Uj;_yy gy, = 100 (CHVITP — Upey ) /ORI értéket, ahol

max max
R-WST,b
C(max

az R-WST modellnek az adott bedllitassal az adott feladatra adott célfiiggvényértéke,
mig Upes @ 24 modszer dltal adott célfiiggvényértékek minimumaval egyezik meg. Az Uy o7,

értékek cellankénti atlagat a 3.8. tablazat tartalmazza.

3.8. tablazat. Az R-WST modell kiilonboz0 bedllitdsaihoz tartoz6 U,y 7, €rtékek cellankénti dtlaga

Beallitasok
v=20 3 =0 0 3 3 0 3
c=0 c= c= c=0 c¢= c=10 c=2 c=2
h=0 h=0 h=0 h=20 h=0 h=20 h=20 h=20

T M N

10 20 120 0,16 043 029 028 0,72 055 042 0,75
10 20 180 1,47 051 044 084 213 1,03 129 214
10 20 240 105 079 08 08 1,85 099 059 1,24

10 25 120 238 230 3,11 159 086 152 270 146
10 25 180 2,62 229 295 1,79 2,74 180 208 228
10 25 240 3,09 3,85 487 1,87 457 1,92 274 257

15 20 120 3,43 406 188 203 062 251 206 215
15 20 180 2,76 2,76 143 122 135 122 209 233
15 20 240 1,08 094 306 1,36 1,33 1,04 206 1,18

15 25 120 1,06 3,12 3,86 0,53 4,51 2,32 5,72 5,66
15 25 180 3,64 2,52 6,31 3,46 5,71 2,25 4,05 3,47
15 25 240 1,79 1,80 2,37 1,37 2,35 1,26 0,44 0,44

T' = tipusok szdma, M = gépek szdma, N = munkdk szama, minden tipusbol
ugyanannyi darab van: n; = ng = --- = np = N/T, v = varsel opci6 € {0,3}
¢ = cuts opci6 € {0,2}, h = heurfreq opcié € {0,20}, cellanként 5 feladat,

10 perc futdsid, U, _y g7, = 100 - (CREVITY — Upey) /ORI STY

max max

A 3.8. tablazatbol kiolvashat6, hogy a 12 cellabdl (az atlagok alapjan) 4 cellanal az R-WST
modell a (v = 0,c = 0,h = 20) bedllitassal volt a legjobb; az R-WST modell a (v = 3,c =
2,h =0), (v =3,c =0,h =20), (v =0,c=2h = 20) bedllitasok esetén két cellaban adta
a legjobb atlagot, mig a tovabbi négy bedllitds mindegyike egy celldban adta a legjobb atlagot.
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Ezeket az eredményeket €s a modszerek rangjait is figyelembe véve azt mondhatjuk, hogy a 24
modszer koziil a célfiiggvényértékeket figyelembe véve a legjobb mddszer az R-WST modell
és a heurfreq=20 bedllitds alkalmazasa volt.

Az als6 korlatokndl a rangok alapjan az 5 legjobb mddszer az R-TS2 modell a (v = 2,c =
0,h = 0), illetve a (v = 2,c = 2,h = 0) beallitassal, az R-Wilson modell a (v = 2,c = 0,h = 0),
illetve a (v = 2,c = 2,h = 0) bedllitassal és az R-WST moédszer a (v = 2,¢c = 0,h = 0)
beallitassal volt. Ezen 5 mddszer esetén mindegyik feladatnal kiszdmitottam az
Liodeny = 100 - (Lbest — Lmodenp)/ Lest értékeket, ahol Lyogeny az adott feladaton az adott

modellnek a b bedllitdssal adott als6 korlatja, mig L.y a 24 moddszer dltal a feladatra adott

legjobb alsé korlat. Az 5 médszer L* értékeinek cellankénti dtlagat a 3.9. tdblazat tartalmazza.

3.9. tablazat. Az 5 legjobb médszer Ly . , ért€keinek cellankénti dtlaga

Beallitasok

R-TS2 R-TS2 R-Wilson R-Wilson R-WST

v=2 v=2 v=2 v=2 v=2

c=0 c=2 c=10 c=2 c=0

h=0 h=0 h=0 h=0 h=20
T M N
10 20 120 0,057 0,080 0,041 0,157 0,071
10 20 180 0,079 0,018 0,017 0,070 0,063
10 20 240 0,060 0,091 0,053 0,079 0,040
10 25 120 0,188 0,141 0,145 0,095 0,124
10 25 180 0,039 0,043 0,013 0,021 0,032
10 25 240 0,069 0,113 0,012 0,082 0,088
15 20 120 0,216 0,208 0,177 0,232 0,009
15 20 180 0,155 0,155 0,089 0,089 0,142
15 20 240 0,023 0,023 0,026 0,013 0,029
15 25 120 0,225 0,122 0,114 0,167 0,196
15 25 180 0,050 0,049 0,044 0,038 0,043
15 25 240 0,020 0,005 0,030 0,032 0,018

T' = tipusok szdma, M = gépek szdma, N = munkdk szdma
minden tipusbdl ugyanannyi darab van: n; = ng = --- = nyp = N/T
v = varsel opci6 € {0,3}, ¢ = cuts opcié € {0,2}, h = heurfreq
opci6 € {0,20}, cellanként 5 feladat, 10 perc futdsidd

L:;wdemb =100 - (Lbest - Lmodell,b)/Lbest

A 12 celldbdl hatndl az R-Wilson modell a (v = 2,c = 0,h = 0) bedllitdssal, négy cellandl

az R-Wilson modell a (v = 2,c = 2,h = 0) bedllitasndl, 2 cellanil az R-WST modell a
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(v = 2,c = 0,h = 0) bedllitdsnal és egy cellandl az R-TS2 modell a (v = 2,c = 0,h = 0)
beallitassal adta a legkisebb atlagos Ly ., €rtéket. Ezen eredmény €s a modszerek rangjai
alapjan azt mondhatjuk, hogy a legjobb als6 korlatot az R-WST modell és a (v = 2,c = 0,h = 0)
beallitas segitségével kaphatjuk.

3.6.3. Egy ipari feladat megoldasa az R-PFSP modelljeinek segitségével

Az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modellek hatékonysiagéit egy nagy méretd ipari feladaton is
kiprébaltuk [38]. A feladat egy autdipari cégtdl szdrmazott, a gépek szdma M = 57, a
masodperc, a legnagyobb megmunkalasi id6 9081 mésodperc volt. A CPLEX beallit4sai deter-
minisztikus parhuzamos futtatas 4 szalon, illetve az alapbeallitdsok voltak. Az R-Wilson modell
segitségével 129,68 mésodperc, az R-TS2 modell segitségével 362,20 mig az R-WST modell
segitségével 451,38 masodperc alatt megkaptuk az optimalis megoldast, vagyis mindhdrom mo-
dell segitségével néhdny perc alatt megkaptuk egy ipari feladat optimélis megolddsat. A ma-
gyarazat, hogy mindegyik modell esetén ilyen gyorsan megkaptuk az optimélis megoldast az,
hogy a relaxalt feladatok optimum értéke, azaz a kiindul6 alsé korlat nagyon kozel volt a feladat
optimumahoz: a kiindul6 alsé korlatnak az optimumtodl valo relativ eltérése mindharom modell

esetén 0,17 szazalék volt.

3.6.4. A futasi eredmények értékelése

A teszteredmények alapjin a kovetkez6 megallapitasokat tehetjiik:

o Az ismétlédéseket tartalmaz6 permutacids flow shop feladatok az R-Wilson, R-TS2, és

R-WST modellekkel joval gyorsabban oldhatok meg, mint a klasszikus modellekkel.

o A kis méretl feladatokon a futdsidé alapjan az R-Wilson modell volt a legjobb, megel6zve
az R-WST és R-TS2 modelleket.

e A nagy méretli feladatokndl a legjobb célfiiggvényértékek alapjan (a CPLEX
alapbedllitasait haszndlva) az R-WST modell volt a legjobb, mig az R-Wilson és R-TS2
modellek kozott nem volt 1ényeges eltérés, a legjobb alsé korlatok szerint pedig az R-
WST modell volt a legrosszabb, az R-Wilson és R-TS2 modellek kozott pedig nem volt

lényeges eltérés.

e A nagy méretl feladatokon megvizsgaltam, hogy a CPLEX harom opcidjanak (varsel,
heurfreq, cuts) valtoztatdsa milyen hatdssal van az R-PFSP 3 4j modelljének rangsorara.
A tesztek azt mutattak, hogy a 3 modellnek a legjobb célfiiggvényértékek szerinti rang-
sordt a 3 opcid valtoztatdsa nem befolydsolja, mig a modelleknek a legjobb also korlatok

szerinti rangsorat a beallitdsok befolyasoljak.
66



DOI: 10.15477/SZE.MMTDI.2017.009

e A nagy méretli feladatokon a legjobb célfiiggvényértéket az R-WST modellnek és a

varsel= 0, heurfreq= 20, cuts= 0 bedllitdsnak a segitségével érhettiik el.

¢ A nagy méretii feladatokon a legjobb also korlatokat az R-WST modellnek €s a varsel= 2,

heurfreq= 0, cuts= 0 bedllitasnak a segitségével érhettiik el.

e Mindharom modell segitségével kevesebb, mint 8 perc alatt sikeriilt megoldani egy 57

gépet, 227 munkat, 12 tipust tartalmazo ipari feladatot.

3.7. Az R-PFSP modelljeinek 0Osszehasonlitasa a heurisz-
tikakkal

Az R-TS2 modellt [40]-ben 6sszehasonlitottuk a NEH [76] heurisztikaval, Nowicki és
Schmutnicki tabu kereséses heurisztikdjdval [78] és Rajendran €s Ziegler Paco heurisztikdjdval
[82]. (A heurisztikdk implementéldsat, futtatdsat Kiss-T6th Christian végezte.) Ezt az Ossze-
hasonlitast most kibovitjiik, €s az R-PFSP mindharom modelljét 6sszehasonlitjuk a harom heu-
risztikdval. Az Osszehasonlitashoz a [40]-beli tesztkészletet hasznéljuk, melyben a gépek szdma
M = 50 volt, a tipusok szdma az {5,10,20} halmazbdl, mig a munkédk szdma a {100,200} hal-
mazbdl keriilt ki. Mindegyik tipusb6l ugyanannyi munka volt, azaz n; = ny--- = np = N/T
teljesiilt. Mindegyik (M, N,T") harmashoz 5 tesztpéldat generdltunk, igy 6sszesen 30 feladatot
[1,99] intervallumbol véletlenszertien vélasztott szamok voltak. Mind a PACO, mind a TABU
keresés heurisztika a NEH altal adott megoldast haszndlta kiindul6 megoldasként. A PACO
heurisztikdban a hangya 0sszesen 300-szor keresett 4j utat.

A 30 példa mindegyikét megprobéltuk megoldani az R-TS2, R-Wilson és R-WST modellek
segitségével, toviabba a NEH, TABU, PACO heurisztikdkkal is. Ezen kiviil mindegyik fel-
adatndl kiszamitottuk az optimdlis megoldds egy alsé korlatjat is. Alsé korlatnak a 2.2.2. fe-
jezetben ismertetett L35 alsé korlatot hasznéltuk. A MILP modelleknek a CPLEX-szel vald
megoldasa soran mindegyik modellnél megadtuk a munkak egy kiindul6 sorrendjét (azaz a Z;;
bindris valtozok értékét adtuk meg, és ezzel a kezd6 megoldéssal indult el a CPLEX.) A kiin-
dulé megoldés a kovetkezd volt: a sorrend elejére kertiltek az elsd tipusi munkak, ket kovették
a masodik tipusi munkak és igy tovabb.

A MILP modellek, illetve a heurisztikdk RELGAP értékeit a kovetkez6 mddon hataroztuk

meg:

Cmod — L os
RELGAPyo = 100 -~ et

max

ahol C™4 az adott MILP modell, illetve heurisztika altal az adott feladatra kapott eredmény,

Lyes pedig az LB5 alsé korlét és a hdrom MILP modell megoldésa soran kapott 3 alsé korlat
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3.10. tablazat. Az R-PFSP MILP modelljeinek, illetve a heurisztikdk RELGAP értékeinek atlaga és
szordsa

1. rész: A RELGAP értékek éatlaga

N =100 N =200

T'=5 T=10 T=20 T'=5 T=10 T=20

R-TS2 857 2441 2728 11,02 24,03 27,56
R-Wilson 857 2441 27,93 17,27 24,02 27,56
R-WST 595 16,69 25,07 348 1628 27,56
NEH 722 1358 12,45 354 761 8,68
TABU 550 850 8,34 2,60 395 4,69
PACO 317 658 843 083 1,68 3,95

2. rész: A RELGAP értékek szorasa

N =100 N =200

T'=5 T=10 T=20 I'=5 T=10 T=20

R-TS2 6,91 3,42 1,39 8,12 746 0,75
R-Wilson 6,88 3,42 1,91 283 747 0,75
R-WST 3,19 3,67 257 2,84 10,83 0,75
NEH 260 2,78 2,83 1,30 4,03 1,41
TABU 269 2,69 2,80 097 2,42 1,66
PACO 1,55 229 287 049 0,96 1,29

N = munkdk szdma; 1" = tipusok szdma; M = 50
minden tipusbdl ugyanannyi darab van: n; = ng = --- =np = N/T
a MILP modellek futdsanal 10 perc futdsid6

maximuma. A RELGAP értékek cellankénti atlagat a 3.11. tablazat tartalmazza. A téblazat sze-
rint a TABU és PACO heurisztikdknak mindegyik cellaban kisebb az atlagos RELGAP értéke,
mint az R-TS2, R-Wilson és R-WST modellek dtlagos RELGAP értéke. A NEH heurisztikanak
mindegyik celldban kisebb az atlagos RELGAP-je, mint az R-TS2, illetve R-Wilson model-
leké. Az 5 tipust tartalmazo6 feladatokndl N = 100 és N = 200 esetén is az R-WST modellnek
kisebb az atlagos RELGAP-je, mint a NEH heurisztkdnak. A 7" = 10 és 1" = 20 esetek mind-
egyikében a NEH-nek kisebb az dtlagos RELGAP-je, mint az R-WST modellé. A tdblazatbdl
lathat6 tovabbd, hogy T' = 10, illetve 7' = 20 esetén a MILP modellek RELGAP-je sok-
kal nagyobb, mint a heurisztikdké. A RELGAP értékeken kiviil mindegyik MILP modellnél
megvizsgéltuk, hogy hdny esetben adtak jobb (.. értéket, mint az egyes heurisztikdk. Az
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R-TS2 modell esetén 4, az R-Wilson modell esetén 2, az R-WST modell esetén 7 feladatnal
kaptunk jobb C,., értéket, mint a NEH heurisztikaval (6sszesen 30 feladat volt). Az R-TS2
modell esetén 3, az R-Wilson modell esetén 2, az R-WST modell esetén 5 feladatnél kaptunk
jobb C\ax értéket, mint a TABU heurisztikaval. A PACO heurisztika mindegyik feladatnal jobb
Cmax-ot szolgdltatott a MILP modellek altal kapott C,,,, értékeknél. Fontos megjegyezni, hogy
a MILP modellek csak olyan esetben adtak jobb eredményt a NEH, illetve a TABU heurisz-
tikdndl, amikor a tipusok szdma 5 volt. Tehat azon 10 példandl, melyeknél 5 tipus volt, az
R-WST modellel 7 esetben kisebb C\,., értéket kaptunk, mint a NEH heurisztikaval és 5 eset-
ben jobb O,y értéket kaptunk, mint a TABU heurisztikdval. Ez is azt tdimasztja ald, hogy az
R-PFSP MILP modelljeinek segitségével olyan feladatokat lehet hatékonyan megoldani, me-
lyekben kevés a kiilonboz6 tipusok szdma.

A Clax értékek mellett 6sszehasonlitottuk a MILP modelleknek a CPLEX-szel valé meg-
oldasa soran kapott alsé korlatokat az L B5 also korlattal is. Az eredményeket a 3.11. tablazat
tartalmazza.

3.11. tablazat. Az R-PFSP MILP modelljeinek megolddsa soran kapott alsé korlatok 6sszehasonlitasa
az L B5 korlattal

Haény esetben kaptunk a modellel

jobb alsé korlatot ugyankkora also korldtot rosszabb alsé korlatot

az L B5 korlatnal mint az L B5 korlat az L B5 korlatnal
R-TS2 16 4 10
R-Wilson 14 4 12
R-WST 14 3 13
M =50; N € {100,200}; T € {5,10,20};ny =ng =--- =np = N/T

Osszesen 30 feladat; 10 perc futasido

Mindhdarom MILP modell tobb esetben adott jobb, mint ahdny esetben rosszabb also korlatot
az LB5 korlatndl (az R-TS2 modell tobb, mint masfélszer annyi esetben adott jobb korlatot az
L B5 korléatnal, mint ahdny esetben rosszabb korlatott adott az L B5 korlatndl). Ez azt mutatja,
hogy nagy méretli PFSP-k esetén az irodalombdl ismert alsé korlatot szolgéltaté médszerekhez
képest jobb alsé korlatot kaphatunk az R-TS2, R-Wilson, illetve R-WST modellek segitségével.
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4. fejezet

Lot méretet tartalmazo ismétlodo
permutacios flow shop feladat (RL-PFSP)

Bizonyos gyartésoroknidl a munkadaraboknak a gyartésorhoz valé szallitisa egy alkalmas
eszkozon torténik. Egy ilyen eszk6zon csak rogzitett szamu, azonos tipusi munkadarab vi-
het6. Ha a munkadarabokat ezutdn a gyartosorhoz val6 szallitds sorrendjében kell felrakni a
sorra, akkor az azt eredményezi, hogy csak olyan sorrendek fordulhatnak el§, melyben minden
azonos tipusi munkadarabbdl all6, maximélis hosszu blokk oszthaté egy elére adott szammal.
A feladatnak megfelel6 matematikai problémara [38]-ban bevezettiik a lot méretet tartalmazo
ismétlodo permutacios flow shop probléma (RL-PFSP) fogalmat.

Lot méretet tartalmazé ismétl6d6 permutaciés flow shop probléma: Legyen adva egy S pozitiv
egész szam (a lot méret). Egy olyan R-PFSP-t, melyben csak olyan 7 = (7 (1), 7(2), ..., m(n))
permuticiok megengedettek, melyekben minden 0 < k < N/S — leseténa (w(k-S+1),7(k -
S+2),...,m((k+1)-S) munkdk azonos tipusiak, lot méretet tartalmazo ismétlédd permutacids
flow shop probléménak neveziink.

Egy RL-PFSP-ben tehdt a munkadarabokat ”S-esével” rakjuk egymas utdn sorrendbe, ahol
egy S-es csoportban azonos tipusi munkadarabok dllnak. Példdul ha S = 2 és van 2 tipusunk
és mindegyikbdl 6 darab, akkor az 112221122211 permutaci6é nem lesz megengedett, hiszen az
5. €s 6. helyen (a 3. S-es csoportban) kiilonb6zd tipusok szerepelnek.

A lot méret figyelembevételével, illetve alkalmazdsaval a lehetséges permutdciok szama az
ismétlédéses permutaciok szdmihoz képest tovdbb csokkenthetd. Lot méretet tartalmazo fel-
adatokban ugyanis egy permutdcional elegend6 megmondani, hogy a sorrendben a k. S-es cso-
port (lot) milyen tipusi munkadarabokat tartalmaz, azaz a permutiacié megadasihoz elegendd a
lotokat sorba rendezni. Ezt figyelembe véve azt kapjuk, hogy mig 7' tipus esetén az ismétl6d6

#"w' addig ha csak olyan permuticiokat engediink meg, melyben a lot
(N/9)!

n1/S)-(n2/S)(np/S)!*
és mindegyikbdl 6 munkank, akkor az ismétl6d6é permutaciok szama 17153136, mig S=3 lot

permutaciok szama

méret S, akkor a lehetséges permutacidk szaima i Pédaul ha van 3 tipusunk
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méret esetén a lehetséges permutaciok szama mindossze 90.

4.1. Lot méretet tartalmazo ismétlodo permutacios flow shop
feladatok MILP modelljei

Mivel egy RL-PFSP-ben elegendd a lot-ok sorrendjét megadni, ezért az el6z6 fejezetben az

R-PFSP-t leir6 MILP modellek egyszertisithetdk. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

S alot mérete

L; az i tipusd munkdkat tartalmazé lotok szdma (1 < i < T, L; = n;/.S)

L azosszeslotszama (L = Ly + Ly + ... Ly)

Z;; binaris véltozd; Z;; = 1 pontosan akkor, ha a j. lot 7 tipusu munkdkat tartalmaz
1<i<T,1<j< ).

Az ismertetésre keriild6 MILP modellek mindegyikében azt hasznaljuk ki, hogy ha a j. lot ¢
tipusi munkakat tartalmaz, akkor a munkak sorrendjében a ((j — 1)S + 1)-edik, ((j — 1)S +2)-
edik, ... , 7S-edik munka mindegyikének a tipusa :.

4.1.1. Az RL-Wilson modell

Az RL-Wilson [38] modell az R-Wilson modellbdl szarmazik a lot méret figyelembevételével.

A modell egyenl6tlenségei garantaljak a kovetkezd feltételek teljesiilését:

e Az tipusi munkadarabot tartalmazo lotok szdma pontosan ;.

7. = L, 1<i<T 4.1)

ij
j=1

e A lotok sorrendjének mindegyik helyére pontosan egy tipusu lot kertiil.
T
Y Ziy=1 1<j<L 4.2)
=1

e Az elsd gépen nincsen 4ll6ido.

T
By sgj—1)+k + Z PyZi; = Bis(—1)+k+1 (4.3)
i=1
1<j<L1<k<S; jk<N
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e A sorrendben elsé munkadarabot az elsd gépen a 0 idopontban kezdjiik el megmunkalni.

Bi1 =0 4.4)
e A sorrendben els6 munkadarabnak egyetlen gép el6tt sem kell varakoznia.

T
By + ZPTiZil = Br11 l<r<M-1 (4.5)

=1

e Egy munkadarabot csak azutidn kezdhetiink el megmunkalni egy adott gépen, miutin az

adott munkadarab megmunkalasét befejeztiik az el6z6 gépen.

T
By s(j—1)+k + Z P.iZij < Brii1,s(G-1)+k (4.6)
i=1
1<r<M-11<j<L;1<k<S;1<jk

e Egy munkadarab megmunkdldsat csak az utdn kezdhetjiik el egy adott gépen, hogy a

sorrendben 6t megel6zé munkadarab megmunkalasat befejeztiik az adott gépen.

T
Btk + 3 PriZij < Brsg-ners (4.7)
i=1
2<r<M;1<j<L;1<k<S2<jk<N
e Az atfutasi id6t minimalizaljuk.
T
min Chax = Bun + Y PaiZis (4.8)
i=1
Az RL-PFSP-re adott RL-Wilson modell tehat a kdovetkez6képpen 0sszegezhetd:

minimalizaljuk (4.8)-et, a (4.1) — (4.7) feltételek mellett.

4.1.2. Az RL-TS2 modell

Az R-TS2 modellbdl a lot méret figyelembevételével [38]-ban bevezettiik az RL-PFSP feladat
RL-TS2 modelljét. A modell egyenlGtlenségei a kovetkezd feltételeket irjak le:

e Az i tipusi munkadarabot tartalmaz6 lotok szdma pontosan L;.

Jj=1
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e A lotok sorrendjének mindegyik helyére pontosan egy tipusu lot kertil.

Y Ziy=1 1<j<L (4.10)

e Egy adott gépen egy ¢+ munkadarab befejezési ideje nem lehet kisebb, mint az adott

gépen a sorrendben 6t megel6z6 munkadarab befejezési idejének és az ¢ munkadarab

megmunkalasi idejének az 6sszege.

T
Crs-nk + > PriZiy < Crg—t)the1 (4.11)
i=1
1<r<M;1<j<L;1<k<S-1

T
Crjs+ Y PuZijnn < Crjspr,  1<r<M;1<j<L (412

i=1
Lathato, hogy az R-TS2 modell (3.11) feltételét itt gyakorlatilag két részre kell szétszedni
aszerint, hogy az ¢ munkadarab egy lotnak az utols6 eleme-e (azaz a sorrendben a

sorszama oszthaté S-sel) vagy sem.

e Egy adott munkadarabot csak azutdn fejezhetiink be egy adott gépen, miutdn befejeztiik

az el6z6 gépen, és megmunkaltuk az adott gépen.

T
Cr.s(i—1)+k + Z Poi1iZi; < Crgr,sG-1)+k (4.13)

=1
1<r<M-1;1<j<L1<k<S

o Az elsd gépen az els6 munkadarabot nem fejezhetjiik be el6bb, mint amennyi az els6

munkadarabnak az els6 gépen a megmunkélasi ideje.
T
> PiuZy <Cn (4.14)
i=1

o Az atfutdsi id6 az utols6 munkadarabnak az utols6 gépen val6 befejezési idejével egyezik
meg.
min Chax = Cyn (4.15)

Az RL-TS2 modell az alabbi m6don foglalhat6 dssze:
minimalizaljuk (4.15)-et, a (4.9) — (4.14) feltételek mellett.
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4.1.3. Az RL-WST modell

Az RL-WST modellt [38] az R-WST modell médositasabol kaphatjuk meg. A modell korldtozo

feltételei biztositjak a kovetkezo feltételek teljesiilését:

e Az tipusu munkadarabot tartalmaz6 lotok szdma pontosan ;.

~

j=1
e A lotok sorrendjének mindegyik helyére pontosan egy tipusu lot kertiil.

T
> Zy=1 1<j<L
i=1

e A sorrend els6 munkadarabja varakozas nélkiil halad végig a gépeken.

YH:O, 1§T§M—1

(4.16)

4.17)

(4.18)

e Asorrend (j + 1). tagjat addig nem kezdhetjiik el egy gépen, mig az el6z6 gépen be nem

fejeztiik, illetve mig a sorrend j. tagjat be nem fejeztiik ugyanezen a gépen.

T T
Z P.Zj = Z Pry1iZiy — Xos(-1)4k41 — Yr8(i—1)+k+1 T
=1 =1

+ Xor1,5G-1)+k+1 T YesG-1)+k
1<r<M-1,1<j<L;1<k<S-1

T T
E Pz = E Pry1iZij — Xrjsi1 — Yejse1 + Xog1,5541 + Yous5
i—1 i=1

1<r<M-1;1<3<L-1

(4.19)

(4.20)

A R-WST modellhez képest itt is az az egyik 1ényeges eltérés, hogy az R-WST modell
(3.18) feltételét szét kell szedni két részre ((4.19) és (4.20)), attdl fiiggben, hogy az adott

munka egy lot utolsé eleme-e vagy sem.

e Az permutacio elsd tagja varakozas nélkiil megy végig a gépeken.

T
Xepin =X +Y 1+ Z P..Z; 1<r<M-1

=1

(4.21)

o Az atfutési id6 az utolsé gépen 1évé megmunkdldsi és varakozasi idSk osszegével egyezik
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meg.

T N
min Coax = »_ 1 Pari + > Xy (4.22)
=1 p=1

Az RL-WST modell tehat a kovetkez6képpen adhatdé meg:
minimalizaljuk (4.22)-et, a (4.16) — (4.21) feltételek mellett.

4.2. A PFSP és az RL-PFSP modelljei komplexitasanak

osszehasonlitasa

A PESP és RL-PFSP modelljeinek a komplexitdsat a 4.1 tdblazatban foglaltuk Ossze.

4.1. tablazat. A PFSP és RL-PFSP modelljeinek komplexitisa

modell bindris valtozok folytonos valtozok egyenlStlenségek

Wilson N? MN 2MN — M+ N +1

WST N? 2MN — N +1 MN+M+N+1

TS2 N? MN +1 2MN - M+ N +1
RL-Wilson N-T/S MN 2MN — M —N+N/S+T+1
RL-WST N-T/S 2MN — N +1 MN+M—-N+N/S+T+1
RL-TS2 N-T/S MN +1 2MN —-M —-N+N/S+T+1

N = munkdk szdma, M = gépek szdma, T’ = tipusok szdma, S = lot méret

Az RL-PFSP modelljeit a PFSP modelljeivel 6sszehasonlitva azt lathatjuk, hogy a legfon-
tosabb eltérés, hogy a lotokat tartalmaz6 feladat modelljei joval kevesebb bindris vitozot, ne-
vezetesen le—szer annyit tartalmaznak, mint a PFSP modelljei. Ez abbodl adodik, hogy egy
RL-PFSP-ben figyelembe véve a lotokat a permutdcié megadasdhoz elegendé megadnunk a lo-
tok sorrendjét (a munkdk sorrendje helyett). A lotok sorrendjének megadasahoz pedig elegendd
megadni minden ¢-re, hogy az 7. lot a sorrendben milyen tipusti munkdkat tartalmaz. Az RL-
Wilson, RL-TS2 és RL-WST modellek esetében ismét csak azt 1atjuk, hogy mindhdrom modell
ugyanannyi bindris valtozoét tartalmaz. Az RL-Wilson és RL-TS2 1ényegében ugyanannyi, mig
az RL-WST nagysagrendileg kétszer annyi folytonos valtoz6t tartalmaz. Az egyenl6tlenségek
szama az RL-WST modellben a legkevesebb; az RL-Wilson és RL-TS2 modellek ehhez képest

koriilbeliil kétszer annyi egyenldtlenséget tartalmaznak.

4.3. Tesztkészlet generalasa

A RL-Wilson, RL-TS2 és RL-WST modellek 0sszehasonlitasdhoz szintén generdltunk egy

tesztkészletet, a 3.6. fejezetben leirt médon, azaz a megmunkaldsi id6k az [1,99] intervallumbdl
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véletleniil valasztott egész szamok voltak. A feladatokban a gépek szama M = 10, a tipusok
szdma T' = 8 volt. Az azonos tipusi munkabdl n; € {4,8,12,16,24} darab volt, a lotok mérete
(S) a 2,4 és 8 értékeket vehette fel. Minden n; értékhez 5 tesztpéldat generaltunk majd a kapott
feladatokat megoldottuk a széba johetd S lot méretek mindegyikével (azaz amikor S osztéja
n;-nek). fgy a tesztkészlet 13 cellat (kiilonbozs (n;,S) part) és Gsszesen 65 feladatot tartalma-

ZOott.

4.4. Futasi eredmények

A futdsiddk cellankénti atlagat, illetve szordsat a 4.3. tdblazat tartalmazza.

Az RL-Wilson modell a 65 feladatb6l 62-nél 10 percen beliil megadta az optimélis megoldast.
Az n; = 16 esetben 1 feladatot sem S = 2, sem S = 4 lot mérettel nem tudott megoldani 10
perc alatt; a RELGAP értékek 3,62, illetve 3,25 voltak. Az n; = 24 esetben 1 feladatot S = 4
lot mérettel nem tudott megoldani a modell; a RELGAP érték 1,50 volt.

Az RL-TS2 modell 65 feladatb6l 61 esetben adott optimalis megoldast 10 perc alatt. Azn; = 16
esetben 1 feladatot sem S = 2, sem S = 4 lot mérettel nem tudott megoldani 10 perc alatt; a
RELGAP értékek 1,95 és 2,04 voltak. Az n; = 24 esetben 1 feladatot S = 4 és S = 8 lot
mérettel nem tudott megoldani a modell; a RELGAP értékek 0,76, illetve 0,51 voltak.

Az RL-WST modell 59 feladatndl adta meg az optimélis megoldast 10 perc alatt. Az n; = 16
esetben 1 feladatot az S = 2;4;8 lot méretek egyikével sem tudta megoldani a modell; a
RELGAP értékek rendre (2,10; 2,10; 0,13) voltak. Az n; = 24 esetben is 1 feladatot egyik lot
mérettel sem tudott megoldani a modell; a RELGAP értékek rendre (0,21; 1,10; 1,09) voltak.

4.2. tdblazat. Az RL-PFSP modelljeinek 6sszehasonlitdsa a leggyorsabban megoldott feladatok szdma és
modellek futasid6 szerinti rangjanak atlaga alapjan

Hény esetben volt a leggyorsabb Rangok atlaga a futdsid6 alapjan
RL-TS2 RL-Wilson RL-WST | RL-TS2 RL-Wilson RL-WST
8 20 35 2,31 1,89 1,78

Osszesen 65 feladat; gépek szama M = 10, tipusok szdama 7' = 8, S € {2,4,8}
n; € {4,8,12,16,24}, 10 perc futdsidé

A 4.2. tablazat alapjan a legtobb feladatot (35-6t) az RL-WST modell oldotta meg a leg-
gyorsabban, megeldzve ezzel az RL-Wilson modellt (20) és az RL-TS2 modellt (8). A futdsidd
szerinti rangok 4tlagandl szintén ugyanez a sorrend: a legkisebb rangja az RL-WST modellnek
volt, 6t kovette az RL-Wilson és az RL-TS2 modell. Erdemes ezt az eredményt 6sszevetni a

futdsid6k cellankénti atlagdval, illetve szérdsaval. A 4.3. tdblazatbol kiolvashatd, hogy anndl
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4.3. tablazat. Az RL-PFSP modelljeinek 6sszehasonlitdsa

1. rész: Atlagos futdsids

RL-TS2 706 2821 40,81 * 69,49
2 RL-Wilson 6,78 1541 45,12 * 65,39
RL-WST 12,69 47,03 44,49 * *
RL-TS?2 2,05 1943 66,05 * *
4 RL-Wilson 1,83 17,11 26,68 * *
RL-WST 2,58 21,52 71,93 * *
RL-TS2 2,95 98,07 *
8 RL-Wilson 2,7 68,75 95,00
RL-WST 2,17 * *

2. rész: A futasidok szorasa

RL-TS2 7,79 39,00 68,29 * 135,05
2 RL-Wilson 6,76 20,82 77,88 * 126,08
RL-WST 17,66 63,82 97,11 * g
RL-TS2 0,91 34,89 141,22
4 RL-Wilson 0,74 31,26 54,41
RL-WST 1,18 39,50 151,65
RL-TS2 2,29 204,77 *
8 RL-Wilson 1,94 142,39 165,02
RL-WST 2,17 * *
3.1ész. A C5, -nek a Cl -8l vald atlagos relativ eltérése (%-ban)
2 1,18 0,05 0,1 * *
4 7,23 1,14 0,3 * *
8 4,34 1,67 0,44
gépek szama M = 10, tipusok szdma T = 8, S = lot méret
n; = a munkak szdma az ¢ tipusbdl, (ny = ny = --- = nr)

munkdk szama N =T - n;
*: 1 példaban nem kaptunk optimalis megoldast 10 perc alatt
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a 10 cellanal, melyeknél legalabb az egyik modell mind az 5 példdra megadta az optimdlis
megoldast 10 perc alatt, 8 cellandl az RL-Wilson modellnek volt a legkisebb dtlagos futasideje,
mig 2 cellandl az RL-WST-nek volt a legkisebb atlagos futdsideje (a szérasok atlaga mind a 10
cellaban az RL-Wilson modellnél volt a legkisebb). Erre a jelenségre magyarazatot ad, ha csak
a 9 legnehezebb példan (melyben mindegyik modell futdsideje legalabb 20 masodperc volt)
hasonlitjuk 6ssze a 3 modellt. Ezeknél a feladatokndl az RL-Wilson modell 7, az RL-WST és
RL-TS2 modell 1-1 esetben volt a leggyorsabb, mig 8 esetben az RL-WST, 1 esetben pedig az
RL-TS2 modell volt a leglassabb. Vagyis ez azt jelenti, hogy a konny( feladatokat az RL-WST
modell oldotta meg a leggyorsabban, mig a nehezebb feladatokat az RL-Wilson modell oldotta
meg a leggyorsabban.

S = 26és 5 = 4 esetén 12 ismétlddésig (azaz 96 munkdig) mindhdrom modell megoldotta
az Osszes feladatot, 16 ismétl6désnél viszont mar volt olyan feladat, amelyet egyetlen modell
sem tudott 10 perc alatt megoldani. Ezt a feladatot S = 8 esetén az R-Wilson és R-TS2 modell
is megoldotta 10 perc alatt.

Hasonléan n; = 24 és .S = 4 esetén egy feladatot egyik modell sem tudta megoldani 10 perc
alatt, mig ugyanezt a feladatot az RL-Wilson modell S = 8-cal megoldotta 10 perc alatt.

A futasidokon kiviil az optimumértékeket Osszehasonlitottuk a lotokat nem tartalmazé (azaz
S = 1) feladat optimumaval is. Jelolje C3__ az S lotméret(i feladat optimumat. Ekkor a C*%

max max_

nek a C! _-t8l (azaz a lotokat nem tartalmazé feladat optimumat6l) valé relativ eltérését a

max

Cr‘iax B Cﬁlax

max

képlettel definidlhatjuk. A 4.3. tdbldzat harmadik része a cellankénti relativ eltérések atlagat
tartalmazza. Az eredmények alapjin arra kovetkeztethetiink, hogy ha rogzitjiik .S értékét és

értékek egyre kozelebb keriilnek C'!

max_

noveljiik az ismétlédések (azaz n;) szamét, akkora C2_

hez. (A tesztfeladatokban példaul az n; = 16 esetben 5-bdl 3 példaban az S = 8 lot mérethez

tartoz6 optimum értéke megegyezett a lot nélkiili feladat optimum értékével.)

4.5. A futasi eredmények értékelése

A futési eredményekbdl az alabbi kovetkeztetéseket vonhatjuk le.
e Az RL-PFSP modelljeinek segitségével nagy méretd feladatok is megoldhatok.

o A lot méret novelésével a megoldhato feladatok mérete novekszik. Példdul S = 8 esetén
az RL-Wilson modell 10 gépes, 192 munkat tartalmaz6 példdkat is meg tudott oldani 10
perc alatt, mig S = 4 esetén volt olyan 10 gépes, 96 munkat tartalmazé feladat, melyre

az RL-Wilson modell nem adott 10 perc alatt optimalis megoldast.
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e Nagy méretli R-PFSP feladatok egy jo kozelitdé megoldasat kaphatjuk, ha a feladatot egy

alkalmasan valasztott lot mérettel oldjuk meg.

o A tesztfeladatok koziil az egyszeriibbeket az RL-WST modell, a nehezebbeket pedig az
RL-Wilson modell oldotta meg a leggyorsabban.
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3. fejezet

Palettat és véges puffert tartalmazé PFSP

5.1. Palettat és véges puffert tartalmazoé ismétlodo per-

mutacios flow shop probléma

A gyartésoron a munkadarabok széllitdsa az egymast kovetd dllomasok kozt tobbféleképpen
torténhet. Az iparban alkalmazott egyik modszer az, hogy a gyartosor elején mindegyik mun-
kadarabot felrakjak egy szallitéeszkozre, egy ugynevezett palettara, és a munkadarab ezen a
palettdn halad végig a soron (egy paletta tehat egy munkadarabot szdllit). Amikor a munka-
darabot az utolsé munkadllomdason is megmunkaltak, akkor a munkadarab lekeriil a palettarol
és a paletta visszakeriil az els6 munkadllomas elé, ahol rarakhatnak egy i) munkadarabot. Mi-
vel a palettdk szdma korldtozott - tobbnyire a munkadllomésok szaméanal néhany darabbal van
tobb beldliik - ezért egy munkadarab csak akkor keriilhet fel a gyartésorra, ha van szabad pa-
letta. R4adasul, a palettdk méretét is figyelembe véve az adddik, hogy két munkadllomas kozott
csak véges szamu paletta, azaz véges szamu munkadarab varakozhat. A gépek kozti pufferek
szamét a kovetkezdképpen szdmithatjuk ki: ha a palettdk hossza [ és két egymdst kovetd gép
kozt a tavolsag d, akkor ezen két gép kozott L%J — 1 szamu paletta fér el a soron, igy ezen két
gép kozott legfeljebb ennyi munka varakozhat, tehat a két gép kozotti puffer mérete L%j — 1.
Az ilyen tipusu litemezési feladatok matematikai modelljének leirdsara [39]-ben bevezettiik a
palettakat és véges puffert tartalmazo ismétlodo permutacios flow shop probléma (PB-R-
PFSP) fogalmat.

Palettakat és véges puffert tartalmazd ismétl6dé permutacios flow shop problémanak ne-
veziink egy PFSP-t, mely tartalmaz azonos tipusi munkakat, az egymast kovetd gépek kozott a
puffer nagysdga véges, tovabbd a munkadarabok szallitdsa a gépek kozott palettdkon torténik,
minden paletta egy munkadarabot szallit és a palettdk szama korlatos.

A munkadaraboknak az egyes gépeken vald kezdési idejének szempontjabdl a PB-R-PFSP
€s az R-PFSP az aldbbi két dologban tér el.
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e Az R-PFSP-ben egy munkadarabot azonnal elkezdhetiink megmunkdlni az elsd gépen,
mihelyst az els6 gép szabaddd vélik. A PB-R-PFS-ben viszont egy munkadarabot csak
akkor kezdhetiink el megmunkdlni az elsé gépen, ha az elsé gép szabad és van szabad

paletta is

e Az R-PFSP-ben a gépek kozti puffer nagysdga végtelen, igy ha egy munkadarab meg-
munkalasdval végeztiink egy gépen, akkor azonnal levehetjiik a géprdl €s berakhatjuk a
pufferbe. Ezzel szemben egy PB-R-PFSP-ben egy munkadarabot a megmunkaldsanak a
befejezése utan csak akkor vehetiink le a gépr6l, ha gép utan van puffer és a pufferben

van szabad hely, vagy a gép utan egyaltalan nincs puffer, viszont a kovetkezd gép szabad.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
K apalettdk szdma

b, azr. és (r+1). gépek kozti puffer nagysaga (1 <r < M — 1)

Mivel 6sszesen K darab paletta van, ezért az elsd gépen a sorrend egy tetsz6leges, mondjuk
a j. munkadarabjat addig nem kezdhetjiik el megmunkélni, amig egy paletta liressé nem vélik.
Mivel K darab paletta van, ezért ez azt jelenti, hogy az els6 gépen a j. munkadarab kezdési
ideje nem lehet kisebb, mint az utolsé gépen a sorrend (j — K )-adik munkdjanak a befejezési
ideje.

Az egymast kovetd gépek kozti véges puffer méretb6l adéddéan azt kapjuk, hogy egy
tetsz6leges munkadarabot, mondjuk a sorrend j. tagjat addig nem kezdhetjiik el megmunkalni
az r. gépen, amig a sorrend (j — (b, + 1))-edik tagjat el nem kezdjiik megmunkdlni az (r + 1)-
edik gépen. Ha ugyanis a sorrend (j — (b, + 1))-edik tagjat még nem kezdtiik el megmunkalni

az (r + 1)-edik gépen, akkor az azt jelenti, hogy a kovetkezd két eset valamelyike all fenn.

e Asorrend (j — (b, + 1))-edik tagjat még nem munkéltuk meg az r. gépen.

e Asorrend (j — (b, + 1))-edik tagjat mar megmunkdltuk meg az r. gépen.

Az els6 esetben vildgos, hogy a j. tag még nem munkdlhaté meg az r. gépen. A masodik
esetben, ha a (j — (b, + 1))-edik tag még nem keriilt le az r. gépr6l, akkor a j. tagot nyilvdn
nem kezdhetjiik el megmunkdlni az r. gépen. Ha viszont a (j — (b, + 1))-edik tag lekeriilt az
r. géprdl és a pufferban varakozik, akkor 1évén, hogy az r. és (r + 1). gép kozott legfeljebb b,
munka varakozhat, a sorrend (j — 1)-edik tagja még nem keriilhetett le az r. géprdl, ezért a j.
tagot nem kezdhetjiik el az r. gépen.

Az egyszerliség kedvéért vezessiik be a D, ; jelolést, mely a sorrend j. munkdjanak az r

gépen valé megmunkalasi idejét jeloli. Konnyen lathato, hogy

T

Drj=) FuilZi (5.1)
=1
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Ezzel a jeloléssel egy adott permutacid esetén az atfutasi id6 az aldbbi rekurziv moédon

szamithato ki.

By =0 (5.2)
By = Brag+De1g 2<r<M) (5.3)
Bij = max (B j-1+ Dij-1,B2j-b,-1, Buj-k + Dunj—k) (5.4)
1<j<m)
B,; = max(B,;-1+ Dy j_1, Bry1j-b,-1, Br—1,; + Dy—1) (5.5)
(2<r<M;2<j<N)
Cmax = Bun + Dun (5.6)

Lathat6, hogy a palettdk szama az elsé gépen vald kezdési id6ket befolydsolja. A fenti

képletekben B, ;, illetve D, ; értéke 0-nak értendd ha, M < r vagy j < 0.

5.2. A PB-R-PFSP MILP modelljei

A [39] cikkben megadtuk a PB-R-PFSP hiarom MILP modelljét. A modellek az R-PFSP-re
adott R-Wilson, R-T'S2 és R-WST modellek médositasabodl szarmaznak. Mindharom modellnél
azt kell figyelembe venni, hogy egy PB-R-PFSP feladatban az elsé gépen lehetnek all6idok,
tovabba a modelleknek tartalmazniuk kell a palettdk szdmara, illetve a pufferek szimara vonat-
kozo feltételeket.

5.2.1. A PB-R-Wilson modell

A PB-R-Wilson modell tartalmazza az R-Wilson modell (3.1), (3.2), (3.4), (3.5), (3.6)
feltételeit.

N
>z = n, 1<i<T (5.7)
j=1
T
> Zy = 1, 1<j<N (5.8)
=1

By =0 (5.9
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T
B+ PuZn = Brg l<r<M-1 (5.10)
=1

IN

T
By+> PiZy < Buy 1<r<M-1;2<j<N (510
=1

Mivel egy PB-R-PFSP feladatban az elsd gépen lehetnek 4lloidok, ezért a PB-R-Wilson
modell (3.3) feltétele "beolvad” a (3.7) feltételbe - egy munkadarabot egy tetszéleges gépen
addig nem kezdhetiink el, mig a sorrendben 6t kdzvetleniil megel6z6 munkadarabot meg nem

munkaltuk az adott gépen - amely a kovetkez6képpen modosul:
T
i=1

Ezen kiviil a PB-R-Wilson modell a kovetkezd feltételeket tartalmazza:

e [egfeljebb K darab palettit hasznalhatunk.

T
Burj-x + Y PuiZijx < By K+1<j<N (5.13)

=1
o Az résr+ 1 gépek kozott legfeljebb b, munka varakozhat.

BrJrl,j,bT,l S BT‘] 1 S r S M — 1, 2 + br S] S N (514)
A célfiiggvény megegyezik az R-Wilson modell célfiiggvényével:

T
min Chax = Bun + Y PariZin (5.15)

=1

A PB-R-Wilson modell tehat a kovetkezoképpen Osszegezhetd: minimalizaljuk (5.15)-6t,
az (5.7) — (5.14) feltételek mellett.

5.2.2. A PB-R-TS2 modell

Mivel az R-TS2 modellben nem hasznaljuk ki, hogy az els6 gépen nincsenek all6idok, ezért a
PB-R-TS2 modell tartalmazza az R-TS2 modell (3.9), (3.10), (3.11), (3.12) és (3.13) feltételeit.
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N
> Zy = 1<i<T (5.16)
j=1

T
Zy = 1, 1<j<N (5.17)
=1
T
Crj + ZPMZi,jJrl < Crjs, I<r<M,1<j<N-1 (5.18)
i=1
T
Crj + ZPT+17iZij < Crny, I<r<M-1,1<j<N (5.19)
i=1
T
ZPIiZil < Cn (5.20)
i=1

Ezekhez az egyenldtlenségekhez ismét azt a két feltételt kell hozzdadnunk, hogy

o Legfeljebb K darab palettat hasznalhatunk.

T
Cumj—x + Z P Z;; < Cyy K+1<j<N (5.21)

i=1

o Az résr+ 1 gépek kozott legfeljebb b, munka varakozhat.

T T
Cri1j—b—1 — Z Pri1iZij -1+ Z P.Z; < Cy (5.22)
i=1 i=1

1 < r<M-124b<j<N

A célfiiggvény megegyezik az R-TS2 modell célfiiggvényével.
min Cmax = OMN (523)

A PB-R-TS2 modell a kovetkezdképpen 0sszegezhetd:
minimalizaljuk (5.23)-at, az (5.16)— (5.22) feltételek mellett.
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5.2.3. A PB-R-WST modell

Mivel az R-PFSP-re adott R-WST modellben nem hasznaltuk ki, hogy az els6 gépen nincsenek
alloidok, ezért a PB-R-WST modell tartalmazza az R-WST modell Gsszes feltételét.

N
> Zy = m, 1<i<T (5.24)
j=1
T
Zi; = 1, 1<;<N (5.25)
=1
Y, = 0 1<r<M-1 (5.26)
T T
Z PriZij1 +Xojp1 + Y = Z Po1iZiy+ X jm + Y5 (5.27)

i=1 =1
1<r<M-1;1<j<N-1

X +Ya+ Z P.iZy = Xep1 1<r<M-1 (5.28)

i=1
Ezeken kiviil két 1j feltétele van a PB-R-WST modellnek.
o Legfeljebb K darab palettat hasznalhatunk.

j—K T j—1 T

Z Xui+ )Y  PurZpi < Z Xii+ Y PuZ (5.29)

=1 k=1 i=1 k=1
K + 1§3§N

o Azrésr+ 1 gépek kozott legfeljebb b, munka varakozhat.

j—br—1 j=b-—2 T 7 j—1 T
Z Xr-‘rl i T Z Z Pr+1 ka:z < Z Xm Z Z Terkz (530)
=1 k=1 i=1 =1 k=1
1 < r<M-1,2+40b<j<N
A PB-R-WST modell célfiiggvénye megegyezik az R-WST modell célfiiggvényével.
T N
min Chax = » 0 Pari + > Xasp (5.31)
- =1
A PB-R-WST modell az alabbi médon foglalhat6 dssze:

minimalizaljuk (5.31)-et, az (5.24) — (5.30) feltételek mellett.
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5.2.4. A PB-R-TS3 modell

Az PB-R-TS3 modell felirasdhoz a [100]-ban alkalmazott helyettesitéses modszert alkalmaz-
zuk: a C,; valtozoknak megfogalmazzuk egy ekvivalens felirdsat, majd az igy kapott formulat
behelyettesitjiik a PB-R-TS2 modell egyenl6tlenségeibe. A PB-R-TS2 modellhez hasonléan az
Uj modell, melyet PB-R-TS3-nak fogunk nevezni, is a Z;; valtozokat hasznailja a permutécié
leirasahoz. fgy a PB-R-TS3 modell is tartalmazni fogja a PB-R-TS2 modell (3.9) és (3.10)
feltételeit. A tovabbiakban a képletek rovidebb irdsa miatt a ZiTzl P.;Z;; 6sszeget, mely a sor-
rend j. tagjdnak az r gépen val6 megmunkaldsi idejét adja meg, D, ;-vel fogjuk jeldlni.

A sorrend j. elemének az r gépen val6 befejezési idejét, azaz C,;-t kifejezhetjiik az alabbi

modon is: A -
7 7= r—1 r
erZZXu-l-ZDu‘i‘ZYqj"‘Zqu (5.32)
=1 =1 q=1 q=1
ahol a jobb oldal
e clsé tagja az elsd gépen a sorrend j. elemének kezdéséig az 6sszes all6ido;

e masodik tagja az a sorrend els6 (j — 1) elemének a megmunkalasi idejének az Gsszege az

els6 gépen;

e harmadik tagja a sorrend j. elemének a teljes varakozasi ideje az 1,2, ... ,(r — 1) gépek

utan;

e anegyedik tagja pedig a sorrend j. tagjanak az elsé r gépen valé6 megmunkaldsi idejének

az 0sszege.

Helyettesitsiik most be C, j-nek ezt a felirdsat a PB-R-TS2 modell egyenl6tlenségeibe. Az
(5.32) kifejezést a (3.11) egyenl6tlenségbe helyettesitve r = 1 esetén azt kapjuk, hogy

X1;20, 2<j<N (5.33)

Mivel a MILP modellek megolddsara alkalmas szoftverekben meg lehet adni nem negativ
valtozokat, ezért a RB-R-TS3 modell nem tartalmazza ezt az egyenldtlenséget.

Az r > 2 esetén a helyettesités utan az
r r—1 r—1 r—1
Z Dy; + Z Y, < Yij+ Z Dy ji1+ Z Y i1 (5.34)
q=2 q=1 q=1 q=1

egyenldtlenségekhez jutunk.
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Az (5.32) kifejezést a (3.12) egyenldtlenségbe helyettesitve azt kapjuk, hogy
, 1<r<M-1,1<j<N (5.35)

Ezeket a nemnegativitasi feltételeket, az el6z6 gondolatmenethez hasonléan, nem vessziik
bele a modellbe.

Az (5.32) egyenl6séget a (3.13) egyenlStlenségbe helyettesitve
X1 >0, (5.36)

addédik, melyet a nem negativitds miatt nem vesziink figyelembe a modellben. Az (5.32)

egyenlGséget az (5.21) egyenlStlenségbe behelyettesitve egyszeriisités utan azt kapjuk, hogy
ZYM K+ZDM K < Z Xy + Z Dy (K < j) (5.37)
i=j—K+1 i=j—K+1

Az (5.32) egyenldségnek az (5.22)-be val6 helyettesitése, majd az azonos tagok elhagyasa
utan az adodik, hogy

T T j+1
Z)/;Iﬂj_b”’ +Z‘DQ7j_br < Z Xy + Z Dlz"'ziqu_ﬂ +2Dq3+1 (5.38)
q=1 q=2 i=j—br+1 i=j—br+1

1§r§M—1,bT<]§N—1

Végezetiil (5.32)-6t a célfiiggvénybe, (3.14)-be helyettesitve a célfiiggvényre a kovet-
kezbket kapjuk:

N N-1 M-1 M
min Cmax == ZXh’ + Z Dli + Z }/qN + Z DqN (539)
i=1 i=1 q=1 q=1

A PB-R-PFSP 1j, PB-R-TS3 modellje tehdt a kovetkezoképpen Osszegezhetd: minima-
lizaljuk (5.39)-et, a (3.9), (3.10), (5.34), (5.37), (5.38) feltételek mellett.

5.2.5. A PB-R-PFSP modelljei komplexitasanak osszehasonlitasa

A PB-R-Wilson, PB-R-TS2, PB-R-WST és PB-R-TS3 modellek komplexitasiat az 5.1.
tdblazatban foglaltam Gssze.

A tablazatbdl 14athatd, hogy a bindris véltozok szdma mind a 4 modell esetén ugyanannyi.
A PB-R-Wilson és PB-R-TS3 modellek tartalmazzak a legkevesebb folytonos véltozot; a PB-
R-TS2 modell ennél eggyel tobb, a PB-R-WST modell pedig koriilbeliil kétszer ennyi foly-

tonos valtozot tartalmaz. A PB-R-TS3 modell tartalmazza a legkevesebb egyenl6tlenséget; a
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5.1. tablazat. A PB-R-PFSP modelljeinek a komplexitasa

modell binaris  folytonos feltételek
valtozok valtozok

PB-R-Wilson NT MN SMN -2M+T - K —-B+2
PB-R-WST NT 2MN —N+1 2MN+T-K—-B+2
PB-R-TS2 NT MN +1 SMN —2M +T - K —-B+2
PB-R-TS3 NT MN 2MN+T—-K—-B—-2M —-N+3
N = munkék szama, M = gépek szdma, T = tipusok szdma

M1

K = palettdk szdma, B = ) _ b,

r=1

PB-R-WST modell nagysdgrendileg ugyanennyi, mig a PB-R-Wilson és PB-R-TS2 modellek
nagyjabol masfélszer ennyi egyenlGtlenséget tartalmaznak. Vagyis a négy modell koziil a PB-R-
TS3 modell tartalmazza a legkevesebb binaris valtozot, folytonos valtozot €s egyenlStlenséget

is.

5.3. Tesztkészlet generalasa a PB-R-PFSP feladatokhoz

A PB-R-PFSP modelljeinek dsszehasonlitisdhoz haromféle tesztkészletet hasznéltunk. El6szor
létrehoztunk egy kis méreti feladatokat tartalmazo tesztkészletet. A gépek szama M € {7,8}
a tipusok szdma pedig 7' € {6,7} lehetett. Minden lehetséges (M,T") parhoz 5 tesztpéldat
generdltunk. Mindegyik feladatban mindegyik tipusbdl pontosan 5 darab volt (n; = 5). A
vélasztott szamok voltak. Mindegyik feladatot megoldottuk K = 8,9,10 palettdval és b, = 0,1,2
puffermérettel is. Vagyis Osszesen 2 - 2 - 3 - 3 - 5 = 180 kis méretii feladaton teszteltiik a négy
modellt.

Ezt kovetéen a négy modellt nagy méretii feladatokon is dsszehasonlitottuk. Ehhez a 3.6.2
gépek szama M € {20,25}, a munkdk szdma N € {120,180,240}, a tipusok szama pedig
T € {10,15} lehetett. Minden (M,N,T") harmashoz 5 példat készitettiink. A gépek kozt a
puffer méret O volt, a palettdk szdma pedig minden feladatnal néggyel volt tobb, mint a gépek
szama (K = M + 4).

Végezetiil a PB-R-PFSP 4 modelljét egy ipari feladaton is dsszehasonlitottuk, tovabba ezen
ipari feladatbdl kiindulva egy ipari jellegii tesztkészletet is 1étrehoztunk. Ez a kovetkez6képpen
tortént. Tegyiik fel, hogy az ipari feladatban az r. gépen a j. tipus megmunkalasi ideje P, ; volt.
El6szor is egymastdl fiiggetleniil, véletlenszerien valasztottunk k, = ZiT:1 P, ; darab szamot

(Ar1, Aray .  Arg,) az [1, ZIT:1 P,;] intervallumban. Ezutdn az dltalunk generalt, ipari jellegt
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feladatban a j tipusi munka megmunkélasi ideje egyenld lett azon A, ; véletlen szdmoknak
a szamadval, melyekre a Zf;ll P, < A, < Zle P,; egyenlGtlenség teljesiilt. Az egyes
tipusokbdl gyartandé mennyiségek szamat ugyanilyen mddszer szerint generdltuk. Vagyis
olyan példdkat kaptunk, melyekben az 0sszes munkadarab szdma, illetve a megmunkalasi idok

0sszege minden gépen megegyezett az iparifeladat-beli értékekkel.

5.4. Futasi eredmények

5.4.1. A PB-R-PFSP modelljeinek osszehasonlitasa a kis méretii feladato-

kon

A PB-R-PFSP 4 modelljének mindegyikét 180 kis méretli feladaton teszteltiik. A futési
eredmények alapjan a modelleket tobbféle szempont szerint is dsszehasonlitottuk.

A modelleket el6szor a futdsi id6k alapjan vetettiik 6ssze. A 180 feladatbdl a PB-R-TS3, illetve
a PB-R-Wilson modell segitségével 111 esetben kaptuk meg az optimalis megoldast a 10 per-
ces id6korlat alatt; a PB-R-WST modell esetén 108, a PB-R-TS2 modell esetén 107 feladatnal
kaptunk optimdlis megoldast. Azokndl a feladatokndl, melyeknél legalabb az egyik modellel
megkaptuk az optimdlis megoldést, a legtobb esetben (56) a PB-R-TS3 modell volt a leggyor-
sabb; a PB-R-TS2 modell 46, a PB-R-Wilson 11, mig a PB-R-WST modell 4 feladatnél volt
a leggyorsabb. Azon feladatoknal, melyeket legalabb az egyik modellel meg tudtunk oldani,
a futdsid6k rangja alapjan a PB-R-TS3 modell volt a legjobb, megelézve a PB-R-TS2, PB-R-
Wilson és PB-R-WST modelleket. Az eredményeket az 5.2. tdblazat tartalmazza.

5.2. tablazat. A PB-R-PFSP modelljeinek 0sszehasonlitdsa a kis méretii feladatokon a futdsiddk alapjan

legkevesebb id6 | rangok étlaga a
Modell megoldott feladatok szama | alatt megoldott | futdsidd alapjan
feladatok szdma
PB-R-Wilson 111 11 2,91
PB-R-TS2 107 46 1,89
PB-R-WST 108 4 3,27
PB-R-TS3 111 56 1,76
M e {78}; T €{6,7}, N =5T; K € {8,9,10},b; =by = --- = by;_1) € {0,1,2}

osszesen 180 feladat; 10 perc futasidé

Az egyes modellek futdsi idejének celldnkénti atlagat, illetve szordsat az 5.3.

és 5.4.

tablazatok tartalmazzdk. A 36 celldb6l mindossze 10 olyan volt, melyeknél mindegyik mo-

dellel megkaptuk mind az 5 feladat optimalis megoldasat. A 10 cellabol 9-nél a PB-R-TS2

modellnek, 1 cellanal pedig a PB-R-TS3 modellnek volt a legkisebb az atlagos futdsideje.
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5.3. tablazat. A PB-R-PFSP modelljeinél a futdsi id6k atlaga és szordsa (mdasodpercben) a 7 gépes
feladatokban

1. rész: Atlagos futdsids

T=6 T=7
b Modell K=8 K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson 10,19 4,98 4,54 * * *
2 PB-R-TS2 3,54 3,77 3,24 * * *
PB-R-WST 10,33 9,65 6,90 * * *
PB-R-TS3 10,93 5,23 5,28 * * *
PB-R-Wilson 16,35 17,15 10,80 * * *
1 PB-R-TS2 6,40 3,72 4,54 * * *
R-PB-WST 14,13 11,18 9,05 * * *
PB-R-TS3 13,06 6,4 5,89
PB-R-Wilson * * * * * *
0 PB-R-TS2 * * * * * *
PB_R_WST ES ES ES ES ES ES
PB_R_TS3 k %k 5k %k k k

2. rész: A futdsidok szordsanak atlaga

T=6 T=1
b Modell K=8 K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson 1558 9,66 8,66 * * *
2 PB-R-TS2 6,47 7,28 6,29 * * *
PB-R-WST 1998 1865 13,56 * * *
PB-R-TS3 2274 10,80 10,78 * * *
PB-R-Wilson 34,59 36,62  22.82 * * *
1 PB-R-TS2 12,63 7,33 9,16 *
R-PB-WST 29,13 2241 18,22
PB-R-TS3 27,83 13,17 12,17
PB-R-Wilson * * * * * *
0 PB-R-TS2 * * * * * *
PB_R_WST ES ES ES ES ES ES
PB_R_TS3 k %k 5k %k £ k

gépek szdma M = 7; cellanként 5 feladat; 7" = tipusok szdma; tipusonként
5 munka; munkédk szdma N = 57'; K = palettdk szdma, b = pufferek szdma
az egymast kovets gépek kozt (b; = by = -+ - = byy_1); *: legalabb
1 feladat esetén 10 perc alatt nem kaptunk optimélis megoldést
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5.4. tablazat. A PB-R-PFSP modelljeinél a futdsi id6k atlaga és szordsa (mdasodpercben) a 8 gépes
feladatokban

1. rész: Atlagos futdsids

b Modell K = K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson * 63,21 7,00 & * *
2 PB-R-TS2 * 51,60 4,06 * * *
PB-R-WST * 60,52 12,11 * * o
PB-R-TS3 * 33,87 6,65 * * *
PB-R-Wilson * 12,53 5,65 * * g
1 PB-R-TS2 * 5,28 4,56 * * *
R-PB-WST * 34,49 9,56 * * *
PB-R-TS3 * 10,26 4,80
PB-R-Wilson * * * * * *
0 PB-R-TS2 * * * o * s
PB-R-WST * * * * * *
PB-R-TS3 * * o * s *
2. rész: A futdsidok szordsanak atlaga
b Modell K = K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson * 137,56 11,87 * * *
2 PB-R-TS2 * 11,69 6,09 * * *
PB-R-WST * 126,95 18,71 * * o
PB-R-TS3 * 71,65 10,80 * * *
PB-R-Wilson * 21,62 7,54 * & *
1 PB-R-TS2 * 9,23 7,15
R-PB-WST * 68,74 13,33
PB-R-TS3 * 18,71 7,57
PB-R-Wilson * * * * * *
0 PB-R-TS2 * * * o * s
PB-R-WST * * * * * *
PB-R-TS3 * * o * s *

gépek szdma M = T7; cellanként 5 feladat; 7' = tipusok szama; tipusonként
5 munka; munkdk szdma N = 57"; K = palettdk szdma, b = pufferek szdma
az egymadst kovetd gépek kozt (b; = by = -+ - = by;_1); *: legaldbb
1 feladat esetén 10 perc alatt nem kaptunk optimélis megoldast
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A PB-R-TS2 modellnek minden celldban kisebb volt az atlagos futdsideje, mint a PB-
R-Wilson, illetve PB-R-WST modelleké. A 10 cellabdl 7-nél a PB-R-TS3 modell atlagos
futdsideje kisebb volt, mint a PB-R-Wilson modellé és 9 cellandl a PB-R-TS3 modell 4tlagos
futasideje kisebb volt, mint a PB-R-WST modellé. A 10 cellabol 6-nédl a PB-R-Wilson modell
atlagos futasideje kisebb volt, mint a PB-R-WST modellé.

Mind a 10 celldban a PB-R-TS2 modellnek volt a legkisebb az atlagos szérésa. 6 celldban a
PB-R-TS3 modell dtlagos szérasa kisebb volt, mint a PB-R-Wilson modellé tovabb4 9 cellaban
a PB-R-TS3 modell atlagos szérasa kisebb volt, mint a PB-R-WST modellé. A PB-R-Wilson
modell atlagos szorasa 6 cellaban volt kisebb a PB-R-WST modell atlagos szérdsanal.

A fenti eredmények (hdny példat oldottak meg a modellek; hany esetben voltak a leg-
gyorsabbak; mennyi volt a futdsidé alapjan a rangjuk; futdsidék cellankénti atlaga és szordsa)
alapjan azt mondhatjuk, hogy a futasidét figyelembe véve a kis méreti feladatokat tartalmazo
tesztkészleten a PB-R-TS2 modell volt a legjobb, megeldzve a PB-R-TS3, PB-R-Wilson és
PB-R-WST modelleket.

A futasid6kon kiviil a 4 modellt 6sszehasonlitottuk a legjobb eredmények (C'y,. értékek) és
a modelleknek a CPLEX megoldasaval kapott als6 korlatai alapjan is. A legjobb eredmények
0sszehasonlitdsdhoz harom szempontot hasznaltunk. Mind a négy modellre megnéztiik, hogy
a 180 feladatbdl hany esetén szolgaltatta az adott modell a legkisebb C,., értéket, tovabba
kiszamitottuk a modellek C,, értékek szerinti rangjanak atlagat. Ezen kiviil mind a 4 modellre
meghataroztuk, hogy mennyi a modell altal adott C\,,,« értékek relativ eltérése a 4 modell dltal
| = 100-(Cmodell 7, ) /Cmodel

max max

kapott C).x értékek minimumatdl, azaz meghataroztuk az U} 4.,

értékeket, ahol C™%!l a7 adott modell 4ltal a feladatra kapott megoldas célfiiggvényértéke, Upey
pedig a 4 modell altal a feladatra adott 4 megoldas célfiiggvényértékeinek a minimuma, majd
mindegyik modellre kiszamitottuk ezen értékek atlagat. Az eredményeket az 5.5. tiblazat tar-
talmazza. Az eredmények alapjan l4that6, hogy mindhdrom szempont alapjdn a PB-R-Wilson
modell volt a legjobb, a PB-R-TS2 modell volt a mdsodik, a PB-R-TS3 modell volt a harmadik
és a PB-R-WST modell volt az utolso.

A modelleknek az als6 korldtok alapjan vald 6sszehasonlitasdhoz szintén harom szempontot
vizsgaltunk. Megnéztiik, hogy az adott modellt a CPLEX-szel megoldva hany feladatnél kaptuk
a legnagyobbb alsé korlétot, illetve meghataroztuk a modellek rangjanak 4tlagit a megoldasuk
soran kapott alsé korlatok alapjan. Ezen kiviil megnéztiik, hogy mennyi a modellek megoldasa
sordn kapott alsé korlatnak a legjobb alsé korlattdl valé relativ eltérése, €s meghataroztuk ezen
értékek atlagat, azaz minden modellre kiszamitottuk az L% .., = 100 * (Lpest — Limoden)/ Loest
értékek atlagat, ahol Lyqen @ feladatnak az adott modellnek a CPLEX-szel val6 megoldasa
soran kapott alsé korlat, mig L.y ezen 4 alsé korlat koziil a legnagyobbnak az értéke. Az

eredményeket az 5.6. tdblazatban foglaltam Gssze.
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5.5. tablazat. A PB-R-PFSP modelljeinek Osszehasonlitdsa kis méretd feladatokon a Chyax értékek

alapjan

Hany feladatndl | Rangok atlaga | Az U} 4. értékek
Modell adta a legkisebb | a (., értékek atlaga
Clhyax értéket alapjan
PB-R-Wilson 134 2,41 0,089
PB-R-TS2 131 2,46 0,094
PB-R-WST 121 2,61 0,123
PB-R-TS3 125 2,53 0,106

Me {785 T {67}, N=5T:b =by =

<o =by1 € {0,1,2}

K € {8,9,10}, 6sszesen 180 feladat; 10 perc futdsidé
U* = 100 x (Cmodell _ Ubest)/CmOdeH

model max max

5.6. tablazat. A PB-R-PFSP modelljeinek Osszehasonlitdsa kis méretli feladatokon az alsé korlatok

alapjan
Hany feladatndl | Rangok atlaga | Az L] .. értékek
Modell adta a legnagyobb | az als6 korlatok atlaga
als6 korlatot alapjan

PB-R-Wilson 149 2,40 0,042
PB-R-TS2 137 2,49 0,109
PB-R-WST 131 2,73 0,217
PB-R-TS3 153 2,37 0,100
M e {78}, T € {6,7}, N =5T;b; =by=---=by_1 €{0,1,2}

K € {8,9,10}, dsszesen 180 feladat; 10 perc futasidé
L 1= 100 = (Lbest - Lmodell)/Lbest

*
model

Az eredményekbdl lathatd, hogy az alsé korlatok alapjan a PB-R-Wilson és PB-R-TS3
modellek mindegyike mindhdrom szempont szerint jobb volt a PB-R-TS2 és PB-R-WST
modelleknél. A PB-R-TS2 modell mindegyik szempontban jobb volt a PB-R-WST modellnél.
Az els6é két szempont szerint a PB-R-TS3 modell picivel jobb a PB-R-Wilson modellnél,
viszont az L* értékek atlaga a PB-R-Wilson modellnél joval kisebb volt, mint a PB-R-TS3
modellnél, igy azt mondhatjuk, hogy az als6 korldtok alapjan a legjobban a PB-R-Wilson
modell teljesitett, megelozve a PB-R-TS3, PB-R-TS2 és PB-R-WST modelleket.

Végezetiil mind a 4 modellnél megvizsgaltuk a RELGAP értékek cellankénti atlagat, ahol

modell
Cmax - Lbest

‘modell
C(max

RELGAPmOdeH - 100 .

Az eredményeket az 5.7. €s 5.8. tablazatok tartalmazzak. A tdblazatokbdl lathatd, hogy
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5.7. tablazat. A PB-R-PFSP modellek RELGAP értékeinek cellankénti atlaga és szérdasa a 7 gépes fe-
ladatokban

1. rész: A RELGAP értékek étlaga

b Modell K=8 K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson 0 0 0 1,24 0,57 0,29
2 PB-R-TS2 0 0 0 1,37 0,56 0,15
PB-R-WST 0 0 0 1,17 0,68 0,07
PB-R-TS3 0 0 0 1,26 0,67 0,12
PB-R-Wilson 0 0 0 1,50 0,74 0,61
1 PB-R-TS2 0 0 0 1,55 0,83 0,60
R-PB-WST 0 0 0 1,62 0,87 0,65
PB-R-TS3 0 0 0 1,66 0,85 0,66
PB-R-Wilson 2,17 3,07 3,16 7,13 7,07 7,04
0 PB-R-TS2 2,19 2,95 3,25 7,30 7,09 7,22
PB-R-WST 2,11 2,72 3,33 7,31 7,39 7,29
PB-R-TS3 2,24 2,75 3,40 7,28 7,20 6,93
2. rész: A RELGAP értékek szorasa
b Modell K=8 K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson 0 0 0 2,35 1,27 0,65
2 PB-R-TS2 0 0 0 2,41 1,25 0,33
PB-R-WST 0 0 0 2,42 1,53 0,16
PB-R-TS3 0 0 0 2,39 1,51 0,27
PB-R-Wilson 0 0 0 2,97 1,67 1,36
1 PB-R-TS2 0 0 0 2,81 1,81 1,33
R-PB-WST 0 0 0 2,84 1,92 1,46
PB-R-TS3 0 0 0 2,91 1,88 1.48
PB-R-Wilson 3,08 3,07 3,17 5,56 5,55 5,27
0 PB-R-TS2 3,09 2,95 3,25 5,41 5,37 5,48
PB-R-WST 3,04 2,72 3,33 5,88 5,46 5,29
PB-R-TS3 3,26 2,76 3,40 5,50 5,67 5,22

gépek szdma M = T; cellanként 5 feladat; 7" = tipusok szdma; tipusonként
5 munka; munkdk szdma N = 5T'; K = palettdk szama, b = pufferek szdma
az egymast kovets gépek kozt (b; = by = -+ = by _1);
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5.8. tablazat. A PB-R-PFSP modellek RELGAP értékeinek cellankénti atlaga és szérdsa a 8 gépes fe-
ladatokban

1. rész: A RELGAP értékek étlaga

b Modell K=8 K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson 0,19 0 0 1,96 0,86 0,52
9 PB-R-TS2 0,14 0 0 2927 0,92 0,42
PB-R-WST 0,18 0 0 2,10 0,89 0,46
PB-R-TS3 0,18 0 0 216 1,05 047
PB-R-Wilson 0,17 0 0 2,34 1,04 0,62
1 PB-R-TS2 0,20 0 0 2,41 0,88 0,57
R-PB-WST 0,27 0 0 2,17 1,13 0,67
PB-R-TS3 0,21 0 0 226 1,11 0,60
PB-R-Wilson 2,44 2,53 2,55 7,78 7,86 7,07
0 PB-R-TS2 2,38 2,50 2,48 7,65 7,62 7,77
PB-R-WST 2,48 2,49 3,02 7,71 7,91 7,93
PB-R-TS3 943 252 2,49 7890 778 761

2. rész: A RELGAP értékek szorasa

T=6 T=7
b Modell K=8 K=9 K=10 K=8 K=9 K=10
PB-R-Wilson 0,43 0 0 301 1,96 1,16
2 PB-R-TS2 0,31 0 0 330 2,07 0,94
PB-R-WST 0,41 0 0 356 1,99 1,02
PB-R-TS3 0,41 0 0 333 2,33 1,06
PB-R-Wilson 0,37 0 0 333 225 1,38
1 PB-R-TS2 0,45 0 0 360 1,96 1,28
R-PB-WST 0,62 0 0 316 237 1,50
PB-R-TS3 0,47 0 0 321 245 1,34
PB-R-Wilson 3,01 3,08 3,06 428 4,37 4,24
0 PB-R-TS2 2,90 3,05 2,95 396 4,06 4,24
PB-R-WST 2,94 2,98 3,09 422 4,39 4,28
PB-R-TS3 303 3,07 3,04 429 4,05 4,04

gépek szdma M = §; cellanként 5 feladat; 7" = tipusok szdma; tipusonként
5 munka; munkdk szdma N = 5T'; K = palettdk szama, b = pufferek szdma
az egymast kovets gépek kozt (b; = by = -+ = by _1);
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rogzitett M, T és K esetén a puffer méretének (azaz b) csokkentése esetén mindegyik modellnél
novekedett az dtlagas RELGAP érték, tovabba a puffer méretének 1-r6l 0-ra vald csokkentése
esetén az atlagos RELGAP érték sokkal nagyobb mértékben valtozott meg, mint a puffer méret
2-r6l 1-re val6 csokkentése esetén. Ezért azt mondhatjuk, hogy a modellek szamara a O puffer
méretes feladatok sokkal nehezebbnek bizonyultak, mint az 1, illetve 2 puffer méretes feladatok.
Hasonldan rogzitett M, T és b esetén b = 1, b = 2-re a palettdk szamanak csokkentése soran
mindegyik modellnél novekedett az dtlagos RELGAP érték, mig b = 0 esetén ez a tendencia

nem volt egyértelmiien megfigyelhetd.

A palettak szama valtoztatasanak a hatasai

Megvizsgéltuk, hogy a palettdk szaménak 1-gyel val6 véltoztatdsa hogyan valtoztatja meg az
optimum értékét, illetve az egyes modellek futési idejét.

A palettak szamanak 8-rol 9-re valo novelése: A 60 feladatbdl 32 olyan volt, melynél
az optimum értékét 8, illetve 9 paletta esetén is ki tudtuk szdmitani valamelyik modell
segitségével. Ebben a 32 példdban a palettdk szdmdnak 9-re valé emelésekor az optimum
értéke egyik esetben sem véltozott.

A PB-R-Wilson modell esetén 21 feladatndl sem 8, sem 9 palettdval nem kaptuk meg az
optimélis megolddst 10 perc alatt. Osszesen 7 olyan feladat volt, melyet a PB-R-Wilson modell
K =9 esetén meg tudott oldani, mig K = 8 esetén nem. 20 feladatndl a PB-R-Wilson modell
gyorsabban oldotta meg a feladatot kilenc palettaval, mint 8 palettdval, mig 9 feladatnal 9
palettdnal tobb volt a futasidd, mint 8 palettdnal. 3 feladatndl a PB-R-Wilson modell futasideje
8, illetve 9 paletta esetén (két tizedesjegyre kerekitve) megegyezett.

Osszesen 22 olyan feladat akadt, melyet a PB-R-TS2 modellel sem 8, sem 9 paletta esetén
nem tudtunk megoldani. 8 olyan feladat volt, melyet a PB-R-TS2 modell kilenc palettaval
megoldott, nyolc palettaval viszont nem tudott megoldani. 19 feladat esetén a palettak szamat
8-16l 9-re novelve a PB-R-TS2 modell futdsideje csokkent, mig 10 feladat esetén a futdsidd
nétt. 1 feladatndl PB-R-TS2 modell futdsideje nem valtozott a palettdk szamanak 8-r6l 9-re
valé emelése soran.

A PB-R-WST modell esetén 22 feladatot sem nyolc, sem kilenc palettdval nem tudtunk
megoldani. 8 olyan feladat akadt, melyet a PB-R-WST modell nyolc palettdval nem, kilenccel
viszont meg tudott oldani. 1 feladat esetén a PB-R-WST modell segitségével 8 palettaval
meg tudtuk oldani a feladatot, mig 9 palettaval nem. A palettdk szamat 8-rol 9-re novelve a
PB-R-WST modell futdsideje 28 feladatnal csokkent, mig 9 feladatndl novekedett.

A PB-R-TS3 modell esetén 22 feladatot sem nyolc, sem kilenc palettdval nem tudtunk
megoldani. A palettdk szdmanak 8-r6l 9-re val6 emelésekor a PB-R-TS3 modell futdsideje 29

esetben csokkent, mig 9 esetben ndtt.
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A palettdk szamanak 9-rol 10-re valo novelése: A 60 feladatbol 38 esetben kaptuk meg az
optimélis megoldast valamelyik modell segitségével 9, illetve 10 paletta esetén is. Ebben a 38
példaban a palettak szamanak 10-re valé emelésekor az optimum értéke 36 esetben valtozatlan
maradt, mig 2 példanal csokkent.

A PB-R-Wilson modell 20 feladatot sem 9, sem 10 palettaval nem tudott megoldani 10 perc
alatt. Egy olyan feladat volt, melyet a PB-R-Wilson modell kilenc palettdval nem, 10 palettdval
viszont meg tudott oldani. A palettdk szamanak 9-r6l 10-re valé emelésekor a PB-R-Wilson
modell esetén 28 feladatnal csokkent, mig 11 feladatndl novekedett a futdsido.

A PB-R-TS2 modell esetén 21 feladatot sem 9, sem 10 palettaval nem tudtunk megoldant,
mig egy példat 10 palettaval igen, 9-cel viszont nem tudott megoldani a modell. 24 esetben
csokkent, 14 esetben pedig ndtt a PB-R-Wilson modell futdsideje a palettdk szdmdnak 9-r6l
10-re val6 emelésekor.

A PB-R-WST modell esetén 21 feladatot sem 9, sem 10 palettaval nem tudtunk megoldani
az id6korlat alatt. Két olyan példa akadt, melyet a PB-R-WST modell 9 paletta esetén nem
oldott meg, 10 paletta esetén viszont igen. A palettdk szdmanak 9-r6l 10-re valé novelésekor a
PB-R-WST modell esetén 26 feladatnal csokkent, 10 feladatnal novekedett, 1 feladatnal pedig
valtozatlan maradt a futasidd.

A PB-R-TS3 modell esetén 19 feladatot sem 9, sem 10 palettidval nem tudtunk megol-
dani. Harom feladatot 10 paletta esetén igen, 9 paletta esetén viszont nem tudtunk megoldani a
PB-R-TS3 modell segitségével. A palettak szamanak 9-r61 10-re valé novelésekor 23 esetben
csokkent, 13 esetben nott, 2 esetben pedig véltozatlan maradt a PB-R-TS3 modell futasideje.
Az eredmények azt mutatjdk, hogy a palettdk szamdnak novelése az optimum értékére nem
volt nagy hatéssal, viszont a modellek futtatdsakor az optimélis megoldds megtaldlasdnak idejét

csOkkentette.

A gépek kozotti pufferek szama valtoztatasanak a hatasai

A pufferek szdamanak 0-rol 1-re valo novelése: A b, = 0 tipusu 60 feladatbdl 15-ben kaptuk
meg az optimum értékét b, = 0 és b, = 1 esetén is valamelyik modell segitségével. Ennél a 15
példandl az optimum értéke 9 esetben csokkent, 6 esetben pedig valtozatlan maradt, amikor a
gépek kozti pufferek szdma 0-r6l 1-re novekedett.

A 60 feladatbol a PB-R-Wilson modell 11 esetben sem b, = 0, sem b,, = 1 esetén nem adta
meg az optimdlis megoldast. 37 olyan feladat volt, melyet a PB-R-Wilson modell b, = 0 esetén
nem tudott megoldani, mig b, = 1 esetén megadta az optimdlis megoldast. A maradék 12 példa
- amikor mind b, = 0 és b, = 1 esetén is megkaptuk az optimdlis megoldast - mindegyikében a
futasido a b, = 1 esetén volt kisebb.

A PB-R-TS2 modell esetén a 60-bol 12 olyan példa volt, melyet a modell sem b, = 0,
sem b, = 1 esetén nem tudott megoldani. 38 feladat esetén a PB-R-TS2 modell b, = 0 esetén
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megadta az optimdlis megoldast, mig b, = 1 esetén nem. A maradék 10 példa -amikor b, = 0
és b, = 1 esetén is megkaptuk az optimélis megoldast- mindegyikében a pufferek szamanak
novelésével a futdsidd csokkent.

A PB-R-WST modell a 60 feladatbdl 12 példat sem b, = 0, sem b, = 1 esetén nem tudott
megoldani. 38 olyan feladat volt, melyet a PB-R-WST modell b, = 0 esetén nem tudott
megoldani, mig b, = 1 esetén meg tudta oldani. A maradék 10 példa mindegyikében a pufferek
szamdnak novelésekor a futdsidd csokkent.

A PB-R-TS3 modellel 12 feladatot sem b, = 0, sem b, = 1 esetén nem tudtunk megoldani.
34 olyan feladat volt, melyet a modell b, = 0 esetén nem, mig b, = 1 esetén meg tudott oldani.
Anndl a 14 feladatndl, melyet a PB-R-TS3 modell b, = 0 és b, = 1 esetén is meg tudott oldani,

a futasidé mindegyik esetben b, = 1 esetén volt a kisebb.

A pufferek szamdnak 1-r6l 2-re valé novelése: A 60 feladatbol 50 esetben b; = 1 és b; = 2
esetén is meg tudtdk hatarozni az optimum értékét a PB-R modellek az idSkorldton beliil. A
gépek kozti pufferek szamanak 1-r6l 2-re val6é novelése kovetkeztében az 50-bdl 8 példaban
csokkent az optimum értéke, mig 42 esetben valtozatlan maradt.

A PB-R-Wilson modell 10 feladatot sem, b; = 1 sem b; = 2 esetén nem tudott megoldani.
2 olyan feladat volt, melyet a PB-R-Wilson modell b; = 2 esetén meg tudott oldani, mig b; = 1
estén nem. A maradék 48 feladatot a PB-R-Wilson modell 1, illetve 2 pufferszimmal is meg
tudta oldani. Ezen feladatokndl a pufferek szdmdnak 1-r6l 2-re valé novelésekor 33 esetben
csokkent, 15 esetben nott, 1 esetben pedig valtozatlan maradt a futdsidd.

A PB-R-TS2 modell 7 példa esetén sem 1, sem 2 puffer mérettel nem adta meg az optimalis
megoldast. 2 olyan feladat volt, melyet a PB-R-TS2 modell b; = 2 esetén igen, b; = 1 esetén
viszont nem tudott megoldani. Egy feladat volt, melyet a PB-R-TS2 modell b; = 1 meg tudta
oldani mig b; = 2 esetén mdr nem tudta megoldani. 50 feladatnal mind 1, mind 2 puffer méret
esetén megtalélta a modell az optimdlis megoldast. Ezeknél 26 esetben csokkent, 20 esetben pe-
dig novekedett, 1 esetben pedig nem véltozott a futdsidé a pufferek szdma novelésének hatdsara.

A PB-R-WST modell 10 feladatot sem 1, sem 2 puffer mérettel nem tudott megoldani. Két
feladat esetén a PB-R-WST modell 2 puffer mérettel megadta az optimalis megoldast, mig 1
puffer mérettel nem adott optimalis megoldast. 48 feladatot mindkét puffer mérettel meg tudta
oldani a modell. Ezeknél a feladatoknal b; = 2 esetén 32 esetben kevesebb, 14 esetben tobb, 2
esetben pedig ugyanannyi volt a futdsideje a PB-R-WST modellnek, mint b; = 1 esetén.

A PB-R-TS3 modell esetén 11 feladatnal sem 1 sem 2 puffer mérettel nem kaptuk meg az
optimdlis megoldast. Egy feladat volt, melyet a PB-R-TS3 modellel 2 puffer méretnél meg
tudtunk oldani, mig 1 puffer méretnél a modell segitségével nem kaptuk meg az optimalis meg-
oldast. Azon 48 feladat esetén, melyeknél a PB-R-TS3 modell 1, illetve 2 pufferméret esetén is

megadta az optimalis megoldast, 26 esetben csokkent, 20 esetben ndtt, mig 2 esetben véltozatlan
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maradt a futdsido a puffer méret 1-r6l 2-re valo nobelésekor.

A megfigyelések azt mutatjdk, hogy a gépek kozott a pufferek szdmanak 0-rél 1-re vald
novelése mind az optimum értékét, mind a futdsid6t jelentésen befolydsolja, mig a pufferek
szamédnak 1-r6l 2-re valé novelése az optimumokra nem gyakorolt olyan nagy hatést, de a

futasidoét szintén csokkentette.

5.4.2. A PB-R-PFSP modelljeinek osszehasonlitasa nagy méretii feladato-

kon

A PB-R-PFSP 4 modelljét egy 60 példabol allo, nagy méretl feladatokat tartalmazo
tesztkészleten is Osszehasonlitottuk. A gépek szama 20, illetve 25, a tipusok szdma 10, il-
letve 15, a munkdk szdma pedig 120, 180, illetve 240 volt a példdkban. Minden lehetséges
tesztkészletében haszndlttal egyezett meg. A puffer mérete az egymast kovetd gépek kozott 0
volt, a palettdk szama pedig mindig 4-gyel volt nagyobb, mint a gépek szdma. A 4 modellt a
legjobb célfiiggvényérték, illetve az alsé korlatok alapjan hasonlitottuk dssze.

A legjobb eredmények Osszehasonlitisdhoz az el6z6 fejezetben hasznalt harom szempontot
vettik figyelembe. Mind a négy modellre megnéztiik, hogy a 60 feladatb6l hany esetén
szolgaltatta az adott modell a legkisebb (., értéket, tovabba kiszdmitottuk a modellek C,.y
értékek szerinti rangjanak atlagat. Ezen kiviil mind a 4 modellre meghatdroztuk, hogy mennyi a
modell altal adott C',,, értékek atlagos relativ eltérése a 4 modell altal kapott C',. értékek mi-
nimumatol, azaz meghataroztuk a 92. oldalon definialt Uy, ., €rtékek atlagat. Az eredményeket
az 5.9. tédblazat tartalmazza. Az eredmények alapjan lathat6, hogy a PB-R-TS3 modell
mindhdrom szempont szerint sokkal jobban teljesitett a masik harom modellnél, mig a PB-
R-WST modell mindhdrom szempont szerint sokkal rosszabbul teljesitett a masik harom mo-
dellnél. A harom szempontot figyelembe véve a PB-R-Wilson és PB-R-TS2 modellek ha-
sonléan teljesitettek. Osszességében tehat azt mondhatjuk, hogy a C,., értékekeket figyelembe
véve a PB-R-TS3 modell volt a legjobb, a masodik helyen a PB-R-Wilson és PB-R-TS2 model-
lek végeztek, mig a PB-R-WST modell volt a negyedik.

A modelleknek az also korlatok alapjan valé 6sszehasonlitdsahoz szintén harom szempon-
tot vizsgaltunk. Megnéztiik, hogy az adott modellt a CPLEX-szel megoldva hany feladatnal
kaptuk a legnagyobbb alsé korlatot, illetve meghatdroztuk a modellek rangjanak 4tlagit a meg-
oldasuk sordn kapott als6 korlatok alapjan és a 92 oldalon definidlt L} .., értékek atlagit. Az
eredményeket az 5.10. tablazat tartalmazza.

Az 5.10. tablazatbdl lathatd, hogy az elsd két szempont (hany esetben kaptuk a legjobb alsé
korlatot; a rangok 4tlaga az als6 korlatok alapjan) alapjan a PB-R-TS3 modell volt a legjobb,
megel6zve a PB-R-Wilson, PB-R-TS2 és PB-R-WST modelleket. Az U* értékek atlaga alapjan
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5.9. tabldazat. A PB-R-PFSP modelljeinek Osszehasonlitdsa nagy méretii feladatokon a Ci,,x értékek
alapjan

Hany feladatndl | Rangok atlaga Az U} g €rtékek
Modell adta a legkisebb | a (., értékek atlaga
Chuax értéket alapjan

PB-R-Wilson 11 2,67 3,95

PB-R-TS2 10 2,57 3,74
PB-R-WST 3 3,27 5,56

PB-R-TS3 42 1,49 0,42
M e {20,25}, T e {10,15}, N € {120,180,240}, bl = b2 == bM—l =0
K = M + 4; 6sszesen 60 feladat; 10 perc futdsidd

U ogen = 100 x (Cmodell — 17 ) /Cmodell

max max

5.10. tablazat. A PB-R-PFSP modelljeinek 0sszehasonlitdsa nagy méretli feladatokon az als6 korlatok
alapjan

Hény feladatndl | Rangok étlaga Az L7 o értékek
Modell adta a legnagyobb | az als6 korlatok atlaga
also korlatot alapjan
PB-R-Wilson 21 1,99 0,080
PB-R-TS2 20 2,21 0,043
PB-R-WST 2 3,9 *
PB-R-TS3 33 1,89 0,084
M e {20,25}, T e {10,15}, N € {120,180,240}, bl = bg == bM—l =0

K = M + 4; 6sszesen 60 feladat; 10 perc futdsidd

L:knodell = 100 * (Lbest - Lmodell)/Lbest
*: 32 esetben nem kaptunk alsé korlatot 10 perc alatt

viszont a PB-R-TS2 modell volt a legjobb, a PB-R-TS3 és PB-R-Wilson modellek azonosan tel-
jesitettek, a legrosszabb pedig a PB-R-WST modell volt. Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy az
also korlatok alapjan a PB-R-TS3, PB-R-TS2 és PB-R-Wilson modellek nagyjabdl egyforman
teljesitettek, mig a PB-R-WST modell sokkal rosszabb volt ndluk. A PB-R-WST modellnél
fontos megjegyezni, hogy a 60 feladatbdl 32 esetben a CPLEX nem tudta megoldani a relaxalt
feladatot, igy als6 korlatot sem kaptunk 10 perc alatt. Mindegyik feladat esetén igaz volt, hogy
a PB-R-WST modell esetén a CPLEX joval lassabban oldotta meg a relaxalt feladatot, mint
a 3 masik modell esetén, s6t a PB-R-WST modell esetén a 10 perces futasidonek nagy része
arra ment el, hogy a CPLEX a relaxalt feladatot megoldja. Ez egyuttal arra is magyardzatot
szolgéltat, hogy miért a PB-R-WST modellel kaptuk legrosszabb (., €értékeket. A relaxalt
feladatok megoldasahoz sziikséges futasidok atlagit az 5.11. tablazat tartalmazza.

Végezetiil megvizsgaltuk az egyes modellek RELGAP értékeinek cellankénti dtlagat és
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5.11. tdblazat. A PB-R-PFSP modellek futdsideje (masodpercben) a nagy méretii feladatok relaxaltjain

M =20 M =25
N Modell T=10 T=15 T=10 T=15
PB-R-Wilson 285 3,76 411 4,90
120 PB-R-TS2 259 3,77 558 6,67
PB-R-WST 131,38 170,98 256,53 291,81
PB-R-TS3 271 3,20 583 8,00
PB-R-Wilson 7,60 894 789 10,72
180 PB-R-TS2 568 7,35 8,11 11,97
R-PB-WST 406,83 * * *
PB-R-TS3 10,35 8,04 10,95 15,11
PB-R-Wilson 816 2321 18,17 15,93
240 PB-R-TS2 739 996 19,17 14,94
PB-R-WST * * * *
PB-R-TS3 998 13,06 27,77 17,38

M =; gépek szama; N = munkdk szdma; T" = tipusok szdma;
tipusonként 5 munka; palettdk szama K = M + 4; cellanként
5 feladat; b; = by = - - - = by = 0; 10 perc futdsid6

*: 10 perc alatt nem sikeriilt a relaxdlt feladatot megoldani

szorasat is. Az eredményeket az 5.12. tablazatban foglaltuk 0ssze. A tablazatbol 1athatd, hogy
a 12 cellabdl 11-nél a PB-R-TS3 modellnek volt a legkisebb atlagos RELGAP értéke, mig 1
cellandl a PB-R-TS2 modellnek volt a legkisebb az atlagos RELGAP értéke. 10 cellanél a PB-
R-WST modellnek, 2 cellanal a PB-R-Wilson modellnek, 1 cellanal a PB-R-TS2 modellnek
volt a legnagyobb az dtlagos RELGAP értéke (1 cellandl holtverseny volt). A PB-R-TS2 mo-
dellnek 7 celldban volt kisebb az dtlagos RELGAP-je, mint a PB-R-Wilson modellnek. Ezek
az eredmények is azt a kordbbi megallapitasunkat timasztjak ald, hogy a C\,.x értékek alapjan
a PB-R-TS3 modell volt a legjobb, a PB-R-WST modell volt a legrosszabb, a PB-R-TS2 és
PB-R-Wilson modellek pedig nagyjabdl hasonldan teljesitettek.

5.4.3. A PB-R-PFSP modelljeinek osszehasonlitasa ipari és ipari jellegi
feladatokon

A PB-R-PFSP modelljeinek Osszehasonlitisahoz egy ipari feladatunk is volt. Ebbdl a fel-
adatbdl kiindulva az 5.3 fejezetben leirtak szerint tovabbi ipari jellegli tesztfeladatokat ge-

nerdltunk. Osszesen kilenc kiilonbozé méreti feladattipust hoztunk létre, N € {100,110,120}
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5.12. tablazat. A PB-R-PFSP modellek RELGAP értékeinek cellankénti atlaga és szordsa a nagy méretd
feladatokon

1. rész: A RELGAP értékek éatlaga

M =20 M =25
T Modell N=120 N=180 N=240 N=120 N =180 N =240
PB-R-Wilson 21,93 23,93 22,00 21,75 23,21 27,26
10 PB-R-TS2 21,36 24,87 22,55 20,43 24,11 26,39
PB-R-WST 24,66 26,20 26,68 22,65 24,40 28,58
PB-R-TS3 22,38 22,93 19,20 19,83 21,07 23,15
PB-R-Wilson 25,97 32,31 25,96 24,83 29,09 25,39
15 PB-R-TS2 25,62 31,85 26,93 26,73 26,33 24,37
R-PB-WST 26,21 31,35 27,93 24,67 29,09 27,04
PB-R-TS3 24,10 27,49 22,17 22,89 23,14 22.66

2. rész: A RELGAP értékek szorasa

M =20 M =25
T Modell N =120 N =180 K =240 N =120 N =180 N =240
PB-R-Wilson 3,47 3,37 7,17 2,20 6,61 6,01
10 PB-R-TS2 4,51 3,11 6,96 4,71 5,35 7,17
PB-R-WST 3,53 3,44 3,23 1,61 3,62 5,14
PB-R-TS3 4,49 1,54 4,04 2,39 4,19 4,79
PB-R-Wilson 4,33 2,57 6,23 2,40 3,72 4,18
15 PB-R-TS2 4,49 2,40 4,73 2,33 6,86 4,61
R-PB-WST 4,31 3,01 3,92 1,37 3,72 4,36
PB-R-TS3 4,69 1,46 7,20 2,87 4,15 4,47
M = gépek szdma; N = munkdk szdma; 7" = tipusok szdma; tipusonként ugyanannyi
munka; K = M +4; by = by = --- = by, = 0; 10 perc futdsidd

és T € {5,6,7} paraméterekkel. Mindegyik (N,T") parhoz 5 tesztfeladat tartozott. A gépek
szama mindegyik példdban 48, mig a palettdk szdma mindegyik példdban 53 volt. A kiilonb6z6
tipusokbol eltéré szamu munkdk voltak, a gépek kozti puffer méret is gépenként valtozott. A
futési 1d6k cellankénti atlagat és szorasat az 5.13. tablazatok tartalmazzak.

A modellek sorrendje az atlagos futési id6 alapjan a 9 cella mindegyikében megegyezett:
mindegyik celldban a PB-R-TS3 modellnél volt a legkisebb az édtlagos futési id6, tovabba a
PB-R-TS3 modellt mindegyik cellaban a PB-R-TS2, majd a PB-R-Wilson, végiil a PB-R-WST
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5.13. tablazat. A PB-R-PFSP modellek futisidejének atlaga
és szbrdsa (mésodpercben) az ipari jellegii feladatokon

1. rész: Atlagos futdsids

N T PB-R-TS3 PB-R-TS2 PB-R-Wilson PB-R-WST

100 5 33,6 101,8 192.6 318,1
6 24,3 127,0 168.9 *
7 27,5 201,3 303,6 *
110 5 54,7 207,1 335,6
6 12,2 103,7 236,7
7 33,7 109,6 311,6
120 5 55,8 209,1 * *
6 36,2 190,3 292,75 *
7 33,5 87,8 366,4 *
2. rész: A futasiddk szorasa
100 5 27,1 78,6 135,1 201,45
6 17,4 99,7 108,2 *
7 18,1 98,7 252,2 *
110 5 15,7 82,4 146,1 *
6 4.7 77,9 116,0 *
7 16,0 43,1 88,9 *
120 5 22,7 131,9 * *
6 28,0 151,3 191,3 *
7 22,5 17,3 83,0 *

N = munkék szdma; 7' = tipusok szama, gépek szdma M = 48
palettdk szdma K = 53; kiilonb6z0 tipusokbdl kiilonb6z6 szamu
munka; gépek kozt véltoz6 puffer méret; *: legaldbb egy
feladatra 10 perc alatt alatt nem kaptunk optimalis megoldast

modellek kovették.

A futédsiddk szérdsa alapjan 8 cellandl a PB-R-TS3 modell volt a legjobb, megel6zve a PB-
R-TS2, PB-R-Wilson és PB-R-WST modelleket. A szérdsok alapjan egy celliban PB-R-TS2,
PB-R-TS3, PB-R-Wilson és PB-R-WST volt a modellek sorrendje. A futdsid6k cellankénti
atlagan €s szordsan kiviil megvizsgéltuk még, hogy az egyes modellek segitségével hany felada-
tot tudtunk megoldani, hany esetben kaptuk az adott modellel a legjobb megoldast, illetve azt is,

hogy mennyi volt az egyes modellek rangjanak az atlaga a futdsid6 alapjan. Az eredményeket
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Hany feladatnal Hény feladatnal Rangok atlaga
Modell adta meg az volt a leggyorsabb | a futdsid6 alapjan
optimalis megoldast alapjin
PB-R-Wilson 44 1 3,1
PB-R-TS2 45 1 2,67
PB-R-WST 23 1 3,54
PB-R-TS3 45 42 1,09

N € {120,180,240}; T' € {10,15}; M € {20,25}; K = 53; 10 perc futdsidé
kiilonb6z6 tipusokbdl kiilonbozd szamu munka; gépek kozt valtozo puffer méret

az 5.14. tablazat tartalmazza. A PB-R-TS3 és PB-R-TS2 modelleknél mind a 45 esetben, a
PB-R-Wilson modellnél 44 esetben, mig a PB-R-WST modellnél 22 esetben kaptuk meg az op-
timalis megoldast kevesebb, mint 10 perc alatt. A 45 példdbol 42 esetben a PB-R-TS3 modellel
kaptuk meg a leggyorsabban az optimdlis megoldést. A rangok alapjan a PB-R-TS3 modell volt
a legjobb, megeldzve a PB-R-TS2, PB-R-Wilson és PB-R-WST modelleket. Az 6sszes példat
tekintve a PB-R-TS3 modellnél a leghosszabb futdsi id6 82,6 masodperc volt, mig ugyanez
az érték a PB-R-TS2 modellnél 399,7 médsodperc volt. A PB-R-Wilson és PB-R-WST modell
segitségével nem tudtuk az Osszes feladatot megoldani 10 percen beliil.

A teszteredmények tehat azt mutatjdk, hogy az ipari jellegli feladatok megoldasédban a PB-R-
TS3 modell volt a leghatékonyabb, a masodik legjobbnak a PB-R-TS2 modell bizonyult, a har-
madik a PB-R-Wilson modell volt, mig a legrosszabb a PB-R-WST modell volt. Az eredmények
alapjan tovdbba azt mondhatjuk, hogy a PB-R-TS3 modell segitségével akar nagy méret, ipari
feladatok is hatékonyan megoldhatok.

5.5. A futasi eredmények értékelése

A futasi eredményekbdl az aldbbi kovetkeztetések vonhatdk le.
e A kis méreti feladatokat tartalmazé tesztkészleten valé futtatdsok azt mutattak, hogy
1. a palettdk szamanak novelése az optimum értékére nincs nagy hatdssal, viszont a
modellek futasidejét kis mértékben csokkenti;
2. a pufferek szamanak novelése jelentdsen csokkenti a modellek futdsidejét;

3. a0 puffert tartalmazo6 feladatok a megoldhatosdg szempontjabdl sokkal nehezebbek

az 1, illetve 2 puffert tartalmazé feladatoknal;

4. a futasidok alapjan a 4 modell sorrendje PB-R-TS2, PB-R-TS3, PB-R-Wilson, PB-

R-WST volt;
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5. a legjobb célfiiggvényértékek alapjan a modellek sorrendje PB-R-Wilson, PB-R-
TS2, PB-R-TS3, PB-R-WST volt;

6. az also korldtok alapjan PB-R-Wilson, PB-R-TS3, PB-R-TS2, PB-R-WST volt a

modellek sorrendje.

e A nagy méretli feladatokat tartalmazé tesztkészleten vald futtdsokbol megallapithato,
hogy
1. arelaxdlt feladatot a PB-R-WST modell oldja meg a leglassabban;

2. alegjobb célfiiggvényértékek alapjan a PB-R-TS3 modell volt a legjobb, a mdsodik
a PB-R-TS2 és PB-R-Wilson modell volt, mig a legrosszabb a PB-R-WST modell

volt;

3. az als6 korlatok alapjan a PB-R-WST modell volt a legrosszabb, mig a masik harom

modell nagyjdbol egyforman teljesitett.

e Az ipari jellegii feladatokat a PB-R-TS3 modell joval hatékonyabban oldotta meg, mint a
PB-R-TS2, PB-R-Wilson, PB-R-WST modellek.
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6. fejezet

Palettat, véges puffert és lot méretet
tartalmazo R-PFSP

A 3. fejezetben bevezettiik az ismétl6dé munkakat tartalmazé permutaciés flow shop probléma
(R-PFSP) fogalmat. A 4. fejezetben bevezetett lot méretet tartalmazé ismétlodé permuticios
flow shop feladat (RL-PFSP) az R-PFSP egy altalanositasa, hiszen egy (lot méretet nem tar-
talmazd) R-PFSP tekinthet6 egy L = 1 lot méretet tartalmazé RL-PFSP-nek. Az 5. fejezet-
ben bevezetett palettat és véges puffert tartalmazé PFSP (PB-R-PFSP) szintén az R-PFSP egy
altalanositasa, mert egy palettdkat nem tartalmaz6 R-PFSP tekinthet6 egy olyan PB-R-PFSP-
nek, melyben a palettdk szdma megegyezik a munkdk szdmaval, mig egy puffer méreteket nem
tartalmaz6 PFSP tekinthetd egy olyan PB-R-PFSP-nek, melyben a puffer mérete a szomszédos
gépek kozott a munkdk szamaval egyezik meg (hiszen ekkor két gép kozott akdrmennyi munka
varakozhat). Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy ez a négy specidlis tulajdonsag - az
1smétl6dd munkak, lot méret, palettdk, véges puffer - egyiitt is modellezhetd.

Palettat, véges puffert és lot méretet tartalmazo ismétlodo permutacios flow shop feladat-
nak (PB-RL-PFSP) neveziink egy olyan PFESP-t, melyben

e a munkdk kozott vannak azonos tipusuak;

e az azonos tipusd munkdkat tartalmazo, maximaélis hosszi sorozatok hosszanak oszt-

haténak kell lennie a lot mérettel;
e minden munkdt egy paletta sz4llit a gépek kozott és a palettdk szdma véges;
e az egymast kovetd gépek kozott a puffer méret véges.

A kovetkez6kben az RL-PFSP, illetve a PB-R-PFSP modellek segitségével megadjuk a PB-
RL-PFSP MILP modelljeit.
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6.1. A PB-RL-PFSP MILP modelljei

A MILP modellekben a kovetkezd jeloléseket hasznéljuk:

Paraméterek:

M a gépek szdma

N a munkadarabok szama

T a kiilonb6z6 tipusok szama

g a t tipusi munkadarabok szdma (1 <t <7T; > n; = N)

P,; az ¢ tipusi munkadarab megmunkélasi ideje az r gépen

S a lot mérete

L; az i tipusi munkakat tartalmazo lotok szama (1 < i < T, L; = n;/S)
L az 6sszes lot szama (L = Ly + Lo + ... Ly)

K a palettak szama

b, az r. és (r + 1). gépek kozti puffer nagysaga (1 <r < M —1;)

Folytonos véltozok:

C,; a sorrend j. helyén 4ll6 munkadarab megmunkaldsdnak befejezési ideje az r gépen

B,; a sorrend j. helyén 4116 munkadarab megmunkaldsanak kezdési ideje az r gépen
Xy all6ido az r gépen a sorrend j. munkadarabjanak a megmunkdlasanak a kezdése elott
Y. a sorrend j. munkadarabjinak a varakozasi ideje a pufferban, miutdn megmunkéltdk az

az r gépen

Cmax  atfutdsi idé.

Binéris véltozok:
Lii bindris véltozo; Z;; = 1 pontosan akkor, ha a j. lot ¢ tipusu munkakat tartalmaz
1<i<T,1<j<1L).

A PB-RL-PFSP MILP modelljeiben egy permuticiét igy adunk meg, hogy a lotok sor-
rendjében minden lotra el6irjuk, hogy milyen tipusi munkat tartalmaz. Mivel a lot méret L,
ezért a munkdk sorrendjének j. helyén 4ll6 munka a [j/L]-edik lotnak a tagja, ahol || a fels6
egészrészt jeloli. EzEért a munkak sorrendjében j. tagnak az r gépen valé megmunkélési ideje,

amit D, ;-vel jeloliink, a
T
Dyj =Y PuZijm (6.1)
=1

képlettel szdmithaté ki. D,; tehdt nem egy valtoz6, hanem a MILP modellekben a
ZiT:1 P,;Z; /1) Osszeg helyett hasznalt egyszertibb jelolés. A PB-RL-PFSP alabbi MILP mo-
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delljeit az RL-PFSP, illetve PB-R-PFSP 4., illetve 5. fejezetben leirt MILP modelljeinek az

”0sszerakasabol” kapjuk.

6.1.1. A PB-RL-Wilson modell

A PB-RL-Wilson modell a kovetkez feltételeket tartalmazza:

e Az tipusu munkadarabot tartalmazo lotok szdma pontosan ;.

~

Y Ziy=1L 1<i<T (6.2)
j=1

e A lotok sorrendjének mindegyik helyére pontosan egy tipusu lot keriil.
Y Z;=1 1<j<L (6.3)
e A sorrend els6 munkédja varakozas nélkiil halad végig a gépeken.
B+ Dy = By 1<r<M-1 (6.4)

e Egy munkat addig nem kezdhetiink megmunkalni egy gépen, amig be nem fejeztiik az

el6z6 gépen.

Byj+ Dyj < Bryyj l<r<M-1;2<j<N (6.5)

e Egy munkadarabot egy tetszdleges gépen addig nem kezdhetiink el, mig a sorrendben 6t

kozvetleniil megel6zé munkadarabot meg nem munkéltuk az adott gépen.

Brj+Drj§Br,j+1 1§T§M71§]§N_1 (66)

o Legfeljebb K darab palettat hasznalhatunk.

Buyrj—rx + Darj—x < By K+1<j;<N (6.7)

o Azrésr+ 1 gépek kozott legfeljebb b, munka varakozhat.

Bry1j-b,-1 < By 1<r<M-1,24+b<j<N (6.8)
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o Az atfutdsi id0 a sorrend utolsé munkdjanak az utols6 gépen valé befejezési ideje.

min Cpax = Bun + Dun

A PB-RL-Wilson modell tehat a kovetkezoképpen 0sszegezhetd: minimalizaljuk (6.9)-et, a

(6.2) — (6.8) feltételek mellett.

6.1.2. A PB-RL-TS2 modell

A PB-R-TS2 modell a kovetkezd feltételeket tartalmazza.

e Az tipusi munkadarabot tartalmazo lotok szdma pontosan ;.

j=1

A lotok sorrendjének mindegyik helyére pontosan egy tipusu lot kertil.

T
Y Zy=1 1<j<L (6.11)
=1

A sorrendben (j + 1). munkadarab befejezési ideje egy gépen nem lehet kisebb, mint a
sorrend j. munkadarabjdnak a befejezési ideje ugyanazon a gépen plusz a sorrend (5 +1).

munkadarabjanak a megmunkalasi ideje az adott gépen.

Coj+ Drja1 < Crjsr,  1<Sr<M1<j<N-1 (6.12)

Egy munkadarab befejezési ideje egy gépen nem lehet kisebb, mint a munkadarabnak
a befejezési ideje a megel6z6 gépen plusz a munkadarab megmunkalési ideje az adott
gépen.

Crj+ Drpr; < Crpay, 1<r<M-1,1<j<N (6.13)

A sorrend els6 munkajat az elsé gépen nem fejezhetjiik be korabban az elsd gépen vald
megmunkalasi idejénél.

Dy <Oy (6.14)
Legfeljebb K darab palettdt haszndlhatunk.

Cujx+Dy<C,; K+1<j<N (6.15)
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o Az résr+ 1 gépek kozott legfeljebb b, munka varakozhat.

Cri1,j—b—1 — Dry1j—b,—1 + Dyj G (6.16)
1 < r<M-1,2+0b<j<N

IN

e Az atfutdsi id6 a sorrend utolsé munkdjanak az utols6 gépen vald befejezési ideje.

min Cmax = CMN (617)

A PB-RL-TS2 modell igy a kovetkezdképpen Osszegezhetd:
minimalizaljuk (6.17)-et, a (6.10) — (6.16) feltételek mellett.

6.1.3. A PB-RL-WST modell

A PB-RL-WST modell a kovetkezd egyenlStlenségeket tartalmazza.
e Az tipusi munkadarabot tartalmazo lotok szdma pontosan ;.

J=1

A lotok sorrendjének mindegyik helyére pontosan egy tipusu lot kertil.

T
Y Zj=1 1<j<L (6.19)
=1

A sorrend elsé munkadarabjanak a megmunkélasa folyamatos, azaz egyetlen gép el6tt
sem kell varakoznia.
Y1 =0, 1<r<M-1 (6.20)

A sorrend (j + 1). tagjat addig nem kezdhetjiik el egy gépen, mig az el6z5 gépen be nem

fejeztiik, illetve mig a sorrend j. tagjat be nem fejeztiik ugyanezen a gépen.

Drjii+ X1+ Y1 = D+ Xeg1 1+ Y (6.21)
1<r<M-1,1<j<N-1

Tetsz6leges r gépen az elsd munka el6tti 4ll6id6 megegyezik a sorrend els6 munkajanak

az els6 r — 1 gépen valé megmunkalasi idejének 0sszegével.

X +Yn+Dn=Xpy 1<r<M-1 (6.22)
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o [egfeljebb K darab palettit hasznalhatunk.

J—K J—K J Jj—1
> X+ Dui <> Xu+ Y Dy (6.23)
=1 =1 K + i:; J S Nz:l

o Az résr+ 1 gépek kozott legfeljebb b, munka varakozhat.

j—br—1 j—br—2 J i1
> Xeprit Y Drpri < ) X+ Y Dy (6.24)
=1 =1 =1 =1

1 < r<M-1,2+0<j<N
o Az atfutdsi id6 az utolsé gépen 1évo 4ll6iddk és megmunkéldsi id6k Osszege.

T N
min Coax = 15+ Pari + > Xary (6.25)
=1 p=1

A PB-RL-WST modell az alabbi médon foglalhat6 6ssze:
minimalizaljuk (6.25)-6t, a (6.18) — (6.24) feltételek mellett.

6.1.4. A PB-RL-TS3 modell

A PB-RL-TS3 modell a lotokra vonatkozd két feltételen kiviil a PB-R-TS3 modell feltételeit

tartalmazza.

L
> Zy = L 1<i<T (6.26)
j=1
T
> Zy =1 1<j<L (6.27)
=1
r r—1 r—1 r—1
> D+ Yy < Yiga+ Y Dyt Y Yo (6.28)
q=2 q=1 g=1 g=1

2 < r<M1<j<N-1
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M—1 j j—1
ZYm K+ZDW k <Y Xu+ > Dy (K<j) (6.29)
1=j—K+1 i=j—K+1
r r Jj+1 r—1
> Yoo+ Y Dojo, <> Xyt Z Dy + Z et + > Dyjir (630)
q=1 q=2 i=j—bpr+1 i=j—br+1 q=1
1§r§M—1,bT<j§N—1
N N-—1 M-—1 M
min Cax = Y X+ > D+ Y Yov+ Y Dyy (6.31)
=1 1=1 g=1 q=1

A PB-RL-PFSP 1j, PB-R-TS3 modellje tehat a kovetkez6képpen Osszegezhetd: minima-
lizaljuk (6.31)-et, a (6.26) — (6.30) feltételek mellett.
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7. fejezet
Osszegzés és kitekintés

Gyartésorok ilitemezésének klasszikus matematikai modellje a permutédcids flow shop feladat.
A téma feldolgozdsa sordn attekintettem a PFSP kiilonféle heurisztikus, illetve egzakt megoldo
modszereit. Az egzakt modszerek egyik tipusaban a PFSP-t egy vegyes egészértékil linearis
programozasi feladatként (MILP) modellezziik, melyet aztian egy alkalmas szoftverrel megol-
dunk.

Kutatdsaim sordn megéllapitottam, hogy az ipari feladatoknak szamos olyan sajatossdga
van, melyet a klasszikus PFSP nem vesz figyelembe. Az egyik ilyen tulajdonsdg, hogy a
valds életben az iitemezendd munkdk nem mind kiilonbdzéek (a kiilonbozd tipusok szdma a
munkak szdmahoz képest altaldban kicsi). Az ismétl6dé munkakat figyelembe véve bevezettem
az ismétlédéses permutacios flow shop feladat fogalmét (R-PFSP) €s az irodalomban korabban
ismert MILP modellek médositdsaval az R-PFSP-re uj MILP modelleket adtam. A modellek
Osszehasonlitdsdhoz egy tesztkészletet generdltam. A MILP modelleket tobb szempont alapjan
is 0sszehasonlitottam, tovabba megvizsgaltam, hogy a modelleknek a kiilonbdz8 szempontok
szerinti sorrendjét a CPLEX bedllitasai hogyan befolyésoljak.

Az ipari termelésben a munkdk lehetséges sorrendjét szamos feltétel befolydsolhatja.
Példaul ha a munkdkat egy specidlis eszk6zon széllitjdk a sor elejére, akkor az egymast koveto,
azonos tipusd munkdkbdl all6 blokkok méretének mindig oszthatonak kell lennie egy adott
szammal (a lot mérettel). Ezen feltételt figyelembe véve bevezettem a lot méretet tartalmazo
ismétlddéses permutacids flow shop feladat fogalmat (RL-PFSP) és megadtam a feladat 3 MILP
modelljét. A modelleket tesztfeladatokon futtatva megallapitottam, hogy lotok alkalmazasival
novelhetd a MILP modellekkel megoldhat6 feladatok mérete (munkdk, illetve gépek szama),
tovdbba ha a munkdk szdma a lot mérethez képest nagy, akkor a lot méretet tartalmazo feladat
optimélis megolddsa a lot méret nélkiili feladat egy j6 kozelitd megoldasat adja.

A munkdknak gyartésoron vald szdllitdsa torténhet palettdk segitségével. Ezen fizikai
feltételt modellezve bevezettem a palettat és véges puffert tartalmazé PFSP (PB-R-PFSP) fo-
galmat. Az R-PFSP modelljeit 4ltalanositottam a PB-R-PFSP-re, majd egy helyettesitési tech-
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nika segitségével a PB-R-PFSP egy negyedik modelljét (PB-R-TS3) kaptam meg. Ipari jellegii
jellegii feladatokon tesztelve a 4 modellt megmutattam, hogy a PB-R-TS3 modell mindhdarom
modellnél gyorsabb.

A késdbbiekben tovabbi feltételekkel szeretném bdviteni a MILP modelleket, hogy azok a
valds ipari feladatok minél pontosabb modelljét adjak. A modellek éltal kapott eredmény pon-
tossagat az iparban haszndlt termelésirdnyitdsi szoftverek segitségével szeretném megvizsgalni.
A tovéabblépés egy masik lehetdsegeként megvizsgdlndm, hogy maés tipusu iitemezési felada-
toknal (példaul a job shop feladatokndl) az ipari sajatossdgokat figyelembe véve javithatok-e az

irodalombdl 6l ismert modellek.
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8. fejezet

Teézisek

1. Tézis

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

)

Gyartosorok miikodésének modellezésére az ismétlddd munkék figyelembevételével be-
vezettem az ismétl6dd permutdcids flow shop probléma (R-PFSP) fogalmat. Az R-
PFSP-nek megadtam 3 4j vegyes egészErtékl linedris programozdsi (MILP) modelljét
(R-Wilson, R-TS2, R-WST).

Megmutattam, hogy az Gj R-TS2, R-Wilson és R-WST modellek relaxaltjainak az opti-

muma megegyezik.

Az R-Wilson, R-TS2 és R-WST modellek 6sszehasonlitisdhoz két tesztkészletet is ge-
nerdltam. A modellek tesztelésébdl megallapitottam, hogy az i) R-Wilson, R-TS2 és
R-WST modellekkel gyorsabban oldhatunk meg R-PFSP-ket, mint a szakirodalombdl
kordbban ismert modellekkel. Kimutattam, hogy a kis méretli feladatokon a futdsidd

alapjan az R-Wilson modell volt a legjobb, megel6zve az R-WST és R-TS2 modelleket.

A nagy méretli feladatokndl kimutattam, hogy a legjobb célfiiggvényértékek alapjan (a
CPLEX alapbeallitasait hasznalva) az R-WST modell volt a legjobb, mig az R-Wilson és
R-TS2 modellek kozott nem volt 1€nyeges eltérés, a legjobb alsé korlatok szerint pedig
az R-WST modell volt a legrosszabb, az R-Wilson és R-TS2 modellek kozott pedig nem

volt 1ényeges eltérés.

Mindhdrom modell segitségével kevesebb, mint 8 perc alatt sikeriilt megoldani egy 57

gépet, 227 munkat, 12 tipust tartalmazo ipari feladatot.

Az R-PFSP MILP modelljeit 6sszehasonlitottam a NEH, PACO és TABU keresés heu-

risztikdkkal. Megallapitottam, hogy a kevés tipust (5) tartalmazé 10 feladat esetén az

R-WST modell 7 esetben adott jobb megoldast, mint a NEH, és 5 esetben adott jobb
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megoldast, mint a TABU keresés. Mindhdrom MILP modell esetén a modellt a CPLEX-
szel megoldva a feladatok kozel felénél jobb alsé korldtot kaptunk, mint az irodalombdl
ismert L B5 korlat.

2. Tézis

(a) A nagy méretii feladatokon megvizsgaltam, hogy a CPLEX hdrom opcidjdnak
(varsel, heurfreq, cuts) valtoztatasa milyen hatassal van az R-PFSP 3 uj modelljének rang-
sordra. Kimutattam, hogy a 3 modellnek a legjobb célfiiggvényértékek szerinti rangsorat
a 3 opcid véltoztatdsa nem befolydsolja, mig a modelleknek a legjobb alsé korldtok sze-

rinti rangsorat a beéllitdsok befolyasoljak.

(b) A nagy méretli feladatokon kimutattam, hogy a legjobb célfiiggvényértéket az R-WST

modellnek és a varsel= 0, heurfreq= 20, cuts= 0 bedllitdsnak a segitségével érhetjiik el.

(c) A nagy méretii feladatokon kimutattam, hogy a legjobb alsé korlatokat az R-WST mo-

dellnek és a varsel= 2, heurfreq= 0, cuts= 0 bedllitasnak a segitségével érhetjiik el.

3. Tézis

(a) Az iparban az egyes munkdkat sok esetben egy ugynevezett lotban szallitjak a gyartosor
elejére, ami a munkdk sorrendjére ad specialis feltételt. A lotok modellezésére bevezettem
a lot méretet tartalmazo ismétl6dd permutécids flow shop probléma (RL-PFSP) fogalmat.
Az RL-PFSP-nek megadtam 3 4j MILP modelljét (RL-Wilson, RL-TS2, RL-WST).

(b) A tesztpélddkon val¢ futtatas alapjan megallapitottam, hogy

i. az egyszer(ibb feladatokat az RL-WST, mig a nehezebbeket az RL-Wilson modell
oldotta meg a leggyorsabban;

ii. a lot méret novelésével a (10 percen beliil) megoldhaté feladatok mérete novekszik;

iii. nagyméretl R-PFSP-k egy j6 kozelité megoldasat kaphatjuk a feladatot egy alkal-

masan vélasztott lot mérettel megoldva.

4, Tézis

(a) A gyartésoron az egyes munkdkat sok helyen palettdk széllitjak, melyeknek a szdma
korlatozott. Az ebbdl adddé fizikai feltételeket figyelembe véve bevezettem a palettit
és véges puffert tartalmazoé ismétlédd permutécids flow shop probléma (PB-R-PESP) fo-
galmat. Az R-PFSP modelljeinek altalanositdsaval a PB-R-PFSP-nek felirtam 3 MILP

modelljét (PB-R-Wilson, PB-R-TS2, PB-R-WST).
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(b) Egy helyettesitési technika segitségével a PB-R-TS2 modellbdl eldallitottam egy ne-
gyedik modellt, a PB-R-TS3 modellt. Megallapitottam, hogy a 4 modell koziil a PB-
R-TS3 modell tartalmazza a legkevesebb bindris véltozét, folytonos valtozot, illetve

egyenlbtlenséget.

(c) Tesztfeladatokat generdltam a PB-R-PFSP-hez. A kis méretl feladatokat tartalmazd

tesztkészleten valo futtatdsok sordn megallapitottam, hogy
i. a palettdk szdmdnak novelése az optimum értékére nincs nagy hatdssal, viszont a
modellek futasidejét kis mértékben csokkenti;
i1 a pufferek szamédnak novelése jelent6sen csokkenti a modellek futdsidejét;

ii. a O puffert tartalmazo6 feladatok a megoldhatdsag szempontjabol sokkal nehezebbek

az 1, illetve 2 puffert tartalmazé feladatoknal;

1v. a futasiddk alapjan a 4 modell sorrendje PB-R-TS2, PB-R-TS3, PB-R-Wilson, PB-
R-WST volt;

v. a legjobb célfiiggvényértékek alapjan a modellek sorrendje PB-R-Wilson, PB-R-
TS2, PB-R-TS3, PB-R-WST volt;

vi az als6 korlatok alapjan PB-R-Wilson, PB-R-TS3, PB-R-TS2, PB-R-WST volt a

modellek sorrendje

(b) A nagy méretii feladatokat tartalmazé tesztkészleten vald futtdsokbol megéllapitottam,

hogy

i. arelaxalt feladatot a PB-R-WST modell oldja meg a leglassabban;

ii. alegjobb célfiiggvényértékek alapjan a PB-R-TS3 modell volt a legjobb, a masodik
a PB-R-TS2 és PB-R-Wilson modell volt, mig a legrosszabb a PB-R-WST modell

volt;
iii. az also korlatok alapjan a PB-R-WST modell volt a legrosszabb, mig a masik harom

modell nagyjabol egyformén teljesitett.

(d) Ipari jellegl tesztkészletet generdltam a 4 modell Osszehasonlitiséhoz. Az eredmények
alapjan megallapitottam, hogy a PB-R-TS3 modellel jéval hatékonyabban oldhatok meg
ipari-jellegli PB-R-PFSP-k, mint a PB-R-TS2, PB-R-Wilson, PB-R-WST modellekkel.
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Osszefoglal6

Az ipari vallalatok egy fontos feladata a gydrtésorok optimdlis ilitemezése. A feladat
klasszikus matematikai modellje a permutaciés flow shop feladat. A téma feldolgozasa sordn
attekintettem a PFSP kiilonféle heurisztikus, illetve egzakt megoldé mddszereit. A célom
olyan eljards megaddsa volt, mellyel meghatarozhatjuk ipari feladatok egzakt optimumat. Az
altalam valasztott mddszer a probléma vegyes egészértékl linedris programozasi feladatként
(MILP) val6 megfogalmazasin alapul. A kapott MILP modelleket egy erre alkalmas szoftver
segitségével megoldva elballithatjuk az optimalis litemezést.

A klasszikus PFSP nem tartalmazza az ipari termelés minden sajitossagat. Az litemezési
probléma modellezése soran harom jellegzetes ipari sajatossagot épitettem be a modelljeimbe.
Az egyik ilyen tulajdonsag, hogy az ipari feladatokndl sok esetben az litemezendd munkak nem
mind kiilonbozbek. Ezt figyelembe véve bevezettem az ismétlodéses permutédcids flow shop (R-
PFSP) fogalmat. Egy masik, a valds életbdl szarmaz6 feltétel, hogy az egymast kdvetd azonos
tipusi munkdkbdl all6 blokkok méretére, példaul logisztikai megfontolasok miatt, kiilonféle
el6irdsok lehetnek. Ezen feltételt figyelembe véve bevezettem a lot méretet tartalmazé R-PFSP
(RL-PFSP) fogalméat. Végezetiil modelleztem azt is, hogy a gyartésoron a munkak szallitdsa
torténhet palettdkon. Igy jutottam el a palettdkat és véges puffert tartalmazé R-PFSP-hez.

Mindegyik j feladatosztalynak tobbféle MILP modelljét is megadtam. Az 4j MILP model-
leket az dltalam generalt tesztkészleteken tobbféle szempont alapjan is 6sszehasonlitottam.

Mivel egy legalabb 3 gépet tartalmazé PFSP NP-nehéz feladat, ezért egzakt algoritmu-
sokkal nagy méretli feladatok nem oldhatok meg gyorsan. Ennek ellenére, a szamit6gépek,
illetve a MILP-eket megold6 szoftverek fejlddésével az varhatd, hogy az altalam vélasztott
modszerrel, azaz MILP modellek segitségével egyre nagyobb méretli feladatokat oldhatunk
meg. A disszertdciom numerikus futtatdsai éppen azt bizonyitottdk, hogy a modellezés soran
figyelembe véve az ipari termelés sajatossagait, a felirt MILP modellek akar ipari feladatok

megoldasdra is alkalmasak.
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Summary

Optimization of production lines is an important task of industrial companies. The classical
mathematical model of the problem is the permutation flow shop problem (PFSP). During the
work-up of this field I rewieved the heuristic and exact algorithms to solve PFSPs. My goal was
to give such a method that can give optimal solution of industrial problems. The method which
I chose is based on the modeling of the problem as a mixed integer linear programming problem
(MILP). Solving the MILP models with an appropriate software we can get the optimal solution
of the problem. The classical PFSP does not take into consideration special properties of the
industrial production. During the modeling of the scheduling problem I built 3 such properties
arising from industry in my models.

One such property is that in many cases in real-world problems the jobs that have to be sche-
duled are not all different. Taking into consideration this property I introduced the permutation
with repetition flow shop problem (R-PFSP). Another property, that due to logistics reasons we
may have restrictions on the length of blocks containing jobs with the same type. Taking into
consideration this property I introduced the permutation with repetition flow shop with lot size
problem (RL-PFSP). Finally I also modeled the situation when the jobs are carried on palettes
along the line. Hence I arrived at permutation with repetition with palettes and finite buffer size
flow shop problem (PB-R-PFSP) this way.

I gave several MILP models for all the new problem classes. I also generated new problem
instances for the new problem classes and compared the new MILP models based on different
aspects on them.

Since the PFSP with at least 3 machines is NP-hard we cannot solve large problems with
exact algorithms quickly. However, with the development of computers and softwares which
can solve MILPs one can expect that applying the chosen method, namely solving the problem
with the use of MILP models, larger and larger problems become solvable. The numeric tests
of my dissertation showed that the new MILP models containing speacial features of industry

may be suitable to solve real-world problems.
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